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Особенности национальных задач по информатике
Глава 1. Динамическое программирование
Задача 1. Последовательности из 0 и 1 

Требуется подсчитать количество последовательностей длины N, состоящих из 0 и 1, в которых никакие две единицы не стоят рядом.

Входные данные
Во входном файле записано целое число N (1 ≤ N ≤ 100).

Выходные данные
В выходной файл вывести количество искомых последовательностей.

Пример входного файла
5

Пример выходного файла
13

Решение


Назовем последовательность из 0 и 1, в которой никакие две единицы не стоят подряд, хорошей. Обозначим число хороших последовательностей длины k через Fk .

Попытаемся теперь выразить количество хороших последовательностей длины k через количества хороших последовательностей меньшей длины. Для этого рассмотрим, как можно построить хорошую последовательность длины k. Если последним символом этой последовательности выбрать 0, то в качестве предыдущих k-1 символов можно взять произвольную хорошую последовательность длины k-1. А таких последовательностей Fk-1 . Если же последним символом выбрать 1, то на (k-1)-ом месте 1 стоять не может и,  значит, там стоит 0. Тогда в качестве первых k-2 символов можно взять любую хорошую последовательность длины k-2, а их количество Fk-2 . Таким образом, находим, что Fk = Fk-1 + Fk-2. 

Получив эту рекуррентную формулу, нам остается задать первые два значения рассматриваемой последовательности (F0 = 1, F1 = 2), а затем в цикле последовательно вычислить числа F2 , F3 , ..., FN .

Можно вычислять числа Fk и не в цикле, а с помощью рекурсивной функции, основанной на выведенной нами формуле. Однако этот алгоритм неприемлем в данной задаче, т.к. он не сможет за разумное время закончить свою работу. (Заметьте: значение FN-2 эта функция будет вычислять 2 раза – при вычислении FN и FN-1 , FN-3 – 3 раза, а F2 – число раз, по порядку равное FN.)

Рекурсивную функцию, однако, использовать все же можно, если запоминать уже вычисленные значения (например, в статическом массиве) и никогда не вычислять их заново. Этот прием особенно эффективно применять в тех случаях, когда в процессе вычислений числа FN нам нужны не все предыдущие значения Fk , а только некоторые из них, причем заранее сложно указать, какие именно.

Отметим также, что при указанных в условии задачи ограничениях необходимо использовать длинную арифметику, т.к. число F100 имеет в десятичной записи 21 цифру.

Замечание
Рекуррентная формула, полученная нами при решении этой задачи, совпадает с формулой, определяющей числа Фибоначчи. Это объясняет тот факт, что FN совпадает с (N+1)-м числом Фибоначчи.


Задача 2. Восстановление скобок 

Задан шаблон, состоящий из круглых скобок и знаков вопроса. Требуется определить, сколькими способами можно заменить знаки вопроса круглыми скобками так, чтобы получилось правильное скобочное выражение.

Входные данные
Первая строка входного файла содержит заданный шаблон длиной не более 80 символов.

Выходные данные
Выведите в выходной файл искомое количество способов. Исходные данные будут таковы, что это количество не превзойдет 2·109 .

Пример входного файла
????(?

Пример выходного файла
2

Решение


Рассмотрим скобочную последовательность s длины n. Пусть ci(s) равняется разности между общим количеством открывающих и закрывающих скобок среди первых i символов этой последовательности. Ясно, что s является правильным скобочным выражением тогда и только тогда, когда ci(s) ≥ 0 для всех i от 1 до n и, кроме того, cn(s) = 0.  

Обозначим через F(k, c) количество скобочных последовательностей s длины k, подходящих под первые k символов шаблона и таких, что ci(s) ≥ 0 для всех i от 1 до k, а ck(s) = c. Очевидно, что ответом на исходную задачу будет являться число F(N, 0), где N -  длина заданного шаблона. 

Рассмотрим задачу вычисления чисел F(k, c). Если k-й символ шаблона -открывающая скобка, то F(k, c) = F(k-1, c-1), если закрывающая, то F(k, c) = F(k-1, c+1). Если же это знак вопроса, то на его место можно поставить как открывающую, так и закрывающую скобку, и F(k, c) = F(k-1, c-1) + F(k-1, c+1). 

Получив эту формулу, задаем граничные значения F(0, c) = 0, F(k, -1) = 0, F(0, 0) = 1 и двумя вложенными циклами (внешний – по k, а внутренний – по c) последовательно вычисляем искомые числа F(k, c) для всех k от 1 до N и всех c от 0 до N. Значение F(N, 0) выводим в качестве ответа. 

Упражнения 
1. Все ли из чисел F(k, c) нам нужны для вычисления значения F(N, 0)? 
2. Придумайте, как обойтись в этой задаче одномерным массивом. 

Задача 3. Уравнение с пропущенными цифрами 

Задано уравнение вида A + B = C, где A, B и C – неотрицательные целые числа, в десятичной записи которых некоторые цифры заменены знаками вопроса (?). Примером такого уравнения является ?2+34=4?. Требуется так подставить вместо знаков вопроса цифры, чтобы это равенство стало верным, либо определить, что это невозможно. 

Входные данные 
Заданное уравнение содержится в первой строке входного файла. Длина уравнения не превышает 80 символов. Входной файл не содержит пробелов. 

Выходные данные 
В выходной файл требуется вывести верное равенство, полученное из исходного уравнения заменой знаков вопроса цифрами, либо сообщение «решения не существует». 

Пример входного файла 
??2?4+9?=355 

Пример выходного файла 
00264+91=355 

Решение


Пусть N – максимальное число разрядов, которое могут иметь числа из уравнения. По очереди для последних k = 1, 2, ..., N разрядов уравнения решаем две подзадачи, аналогичные исходной, но затрагивающие лишь последние k разрядов уравнения. В первой из этих подзадач требуем отсутствия переноса в (k+1)-й с конца разряд, во второй – его наличия. 

Задача 4. Ход конем 

Шахматная ассоциация решила оснастить всех своих сотрудников такими телефонными номерами, которые бы набирались на кнопочном телефоне ходом коня. Например, ходом коня набирается телефон 340-49-27. При этом телефонный номер не может начинаться ни с цифры 0, ни с цифры 8. 
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Напишите программу, определяющую количество телефонных номеров длины N, набираемых ходом коня. 

Входные данные 
Во входном файле записано целое число N (1 ≤ N ≤ 100). 

Выходные данные 
Выведите в выходной файл искомое количество телефонных номеров. 

Пример входного файла 
2 

Пример выходного файла 
16 

Решение


Пусть F(k, d) означает количество набираемых ходом коня последовательностей цифр длины k, первая из которых равна d. Выпишите рекуррентные соотношения для чисел F(k, d). Например, F(k+1, 6) = F(k, 0) + F(k, 1) + F(k, 7). Ответом на задачу будет являться сумма чисел F(N, d), взятая по всем цифрам d, отличным от 0 и 8. 

Задача 5. Дырокол 

Квадратный клетчатый лист бумаги 2N × 2N клеток начинают складывать следующим образом. Сначала нижняя половина листа накладывается на верхнюю, затем правая половина листа накладывается на левую. Эту операцию повторяют N-3 раза, в результате чего получается сложенный лист 8 × 8 клеток. Какие-то из клеток этого сложенного листа удаляются при помощи дырокола. 

После развертывания исходный лист распадется на некоторое количество связных частей, т.е. таких множеств клеток, что из любой клетки одного множества можно пройти до любой другой, переходя каждый раз на соседнюю по вертикали или горизонтали клетку. Напишите программу, вычисляющую число частей, на которые распадется лист. 

Входные данные 
Первая строка входного файла содержит целое число N (4 ≤ N ≤ 500). В следующих 8 строках записана матрица 8 × 8 из нулей и единиц, разделенных пробелом. Единицами отмечены клетки, выкалываемые дыроколом из сложенного листа 8 × 8. 

Выходные данные 
Вывести в выходной файл искомое число частей. 

Пример входного файла 
4 
0 1 0 0 0 0 1 0 
1 0 0 0 0 0 1 1 
0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 1 1 0 0 0 
0 0 0 1 1 0 0 0 
0 0 0 1 0 1 0 0 
0 0 0 0 1 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 

Пример выходного файла 
11 

Решение


Каждую связную область сложенного листа (если смотреть на него сверху) закодируем двоичным числом b3b2b1b0 . А именно, положим b0 равным единице, если эта область примыкает к нижней границе листа, и нулю в противном случае. Числа b1 , b2 и b3 определим аналогичным образом для верхней, правой и левой границ листа соответственно. Тем самым, все области разбиваются на 16 типов в соответствии с их кодами. Теперь проанализируем, что происходит с областями при развертывании листа.  

Рассмотрим, например, разгибание относительно нижней стороны. Легко заметить, что связная область типа b3b2b11 перейдет в связную область типа b3b2b1b1 (действительно, будет ли она прилегать к нижнему краю после разгибания зависит от того, прилегала ли она к верхнему до разгибания). Связная область типа b3b2b10 после разгибания распадется на две. Одна из них будет иметь тот же тип b3b2b10, а другая – тип b3b20b1. Аналогично анализируется разгибание листа относительно правой стороны. 

Для решения задачи проделываем 2N разгибаний, обратных произведенным при складывании листа сгибаниям. При этом на каждом шаге пересчитываем количество связных областей каждого из типов.

Задача 6. Сжатие текста 

Архиватором называется программа, предназначенная для сжатия данных за счет удаления избыточной информации. В этой задаче вашей целью является разработка простейшего архиватора текстов на русском языке. В таких текстах многие знаки стандартной таблицы символов не встречаются, поэтому они могут быть использованы для замены часто повторяющихся последовательностей символов.  

Заданы последовательности, которые могут быть заменены некоторыми символами английского алфавита, а также исходный текст, который следует сжать. Поскольку в исходном тексте эти последовательности могут накладываться друг на друга, результат сжатия существенно зависит от порядка замен. Ваша задача состоит в том, чтобы получить сжатый текст наименьшей длины. 

Входные данные 
В первой строке входного файла заданы целое число R – количество заменяемых последовательностей и целое число N – количество строк в исходном тексте (1 ≤ N ≤ 1000). Далее следуют R пар строк, описывающих возможные замены. Первая строка каждой пары содержит заменяемую последовательность, а вторая – заменяющий символ, являющийся большой или маленькой английской буквой. Различным заменяемым последовательностям соответствуют разные английские буквы (большие и маленькие буквы различаются). В следующих N строках записан текст, подлежащий сжатию. В этом тексте так же, как и в заменяемых последовательностях, отсутствуют буквы английского алфавита.

Выходные данные 
В выходной файл вывести заархивированный текст. 

Примечания 
Символы перевода строки не заменяются (т.е. замены возможны только внутри строк). Длина каждой строки входного файла не превосходит 255 символов. 

Пример входного файла 
8 10 
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g 
Архиватором называется программа, предназначенная для сжатия данных за счет удаления 
избыточной информации. В этой задаче вашей целью является разработка простейшего 
архиватора текстов на русском языке. В таких текстах многие знаки стандартной таблицы 
символов не встречаются, поэтому они могут быть использованы для замены часто 
повторяющихся последовательностей символов. 

Заданы последовательности, которые могут быть заменены некоторыми символами английского 
алфавита, а также исходный текст, который следует сжать. Поскольку в исходном тексте эти 
последовательности могут накладываться друг на друга, результат сжатия существенно зависит 
от порядка замен. Ваша задача состоит в том, чтобы получить сжатый текст наименьшей длины. 

Пример выходного файла 
Аbg dграмма, предназначенная для fия данных за счет удаления 
изhочной информации. В этой задаче вашей целью является разработка dстейшего 
аbа текстов на русском языке. В таких текстах многие знаки стандартной таблицы 
символов не встречаются, поэтому они могут hь использованы для Dы часто 
повторяющихся последовательностей символов. 

Заданы последовательности, которые могут hь DF некоторыми символами английского 
алфавита, а также исходный текст, который следует fь. Поскольку в исходном тексте эти 
последовательности могут накладываться друг на друга, результат fия существенно зависит 
от порядка D. Ваша задача состоит в том, чтобы получить fый текст наименьшей длины. 

Решение


Достаточно рассмотреть задачу архивирования одной строки S[1..N] длины N. Обозначим через Fk минимально возможную длину архива для первых k символов этой строки (F0 = 0). Пусть значения F0 , F1 , ..., Fk-1 уже известны. Очередное значение Fk вычисляется следующим образом. 

Рассмотрим подстроку из первых k символов архивируемой строки – S[1..k]. Попытаемся применить к ее «хвосту» все разрешенные варианты замен. Каждая замена, которую уместно использовать, позволяет закодировать последние несколько символов S[k-i+1..k], а минимальная длина архива для подстроки S[1..k-i] равна F k-i и уже известна. Теперь из всех вариантов уместных замен выбираем тот, который дает минимальную суммарную длину (не забывая проверить и случай, при котором последняя буква берется без архивирования). Минимально возможной длиной архива для всей строки является значение FN , а способ архивирования, приводящий к такой длине, легко восстанавливается по найденным значениям Fk . 

Задача 7. Пустоты в кубе 
Жюри составило отчет об учебно-тренировочных сборах по информатике и собирается распечатать его на стандартном листе бумаги. Весь отчет набран одним моноширинным шрифтом, т.е. все символы (включая пробелы) имеют одинаковую ширину. Длина строки при печати этим шрифтом на листе бумаги равна S. 

Назовем пустотой последовательность пробелов между соседними словами в строке, а также от начала строки до первого слова в ней и от последнего слова в строке до конца строки. Проблема, стоящая перед жюри, состоит в том, что научный руководитель сборов Владимир Михайлович Кирюхин отказывается читать текст, если сумма кубов длин пустот по всем строкам не минимальна. Помогите жюри расположить отчет на листе бумаги так, чтобы В.М. Кирюхин согласился его прочесть и утвердить результаты сборов.  

Для достижения требуемого расположения текста на бумаге разрешается заменять произвольную пробельную последовательность (т.е. непустую последовательность подряд идущих пробелов и/или символов перевода строки) любой другой пробельной последовательностью. 

Входные данные 
Первая строка входного файла содержит целое число S (1 ≤ S ≤ 80). В последующих строках записан отчет, содержащий не более 500 слов. Длина каждой строки отчета не превосходит 250 символов, а длина каждого слова не превосходит S. 

Выходные данные 
Вывести в первую строку выходного файла минимально возможную сумму кубов пустот по всем строкам. В последующие строки следует вывести искомое расположение текста на листе бумаги. 

Пример входного файла 
30 
Победители летних учебно-тренировочных сборов по 
информатике 1997 г.: 
Владимир Мартьянов, 
Анатолий Пономарев, 
Николай Дуров, Андрей Лопатин. 

Пример выходного файла 
325 
    Победители     летних 
учебно-тренировочных сборов по 
 информатике 1997 г.: Владимир
Мартьянов, Анатолий Пономарев, 
Николай Дуров, Андрей Лопатин. 

Решение


Заметим, что если мы решили поместить несколько слов отчета на одной строке листа бумаги, то располагать их нужно так, чтобы размеры пустот были равны или отличались друг от друга не более чем на единицу (это утверждение легко следует из выпуклости функции x3).  

Пусть Fk обозначает минимально возможную сумму кубов длин пустот для первых k слов текста. Для чисел Fk легко выписывается рекуррентная формула, основанная на переборе количества слов, размещаемых в последней строке листа бумаги. 

Задача 8. Шаблоны с ? и * 

Шаблоном называется строка, состоящая из английских букв (a, ..., z, A, ..., Z) и символов ? и *. Каждый из символов ? разрешается заменить на одну произвольную букву, а каждый из символов * – на произвольную (возможно пустую) последовательность букв. Про любую строку из букв, которую можно получить из шаблона такими заменами, будем говорить, что она удовлетворяет этому шаблону. 

Имеются два шаблона. Требуется найти строку минимальной длины, которая удовлетворяет обоим шаблона, либо выдать сообщение, что такой строки не существует. 

Входные данные 
Заданные шаблоны записаны в первых двух строках входного файла. Длина каждого шаблона не превосходит 80 символов. 

Выходные данные 
В выходной файл следует вывести строку минимальной длины, удовлетворяющую обоим шаблонам, либо сообщение «Строки не 
существует!» 

Пример входного файла 
A* 
*B 

Пример выходного файла 
AB 

Решение


Пусть нам заданы два шаблона S[1..M] и T[1..N]. Обозначим через F(i, j) любую строку минимальной длины, удовлетворяющую шаблонам S[1..i] и T[1..j]. Если такой строки нет, то в F(i, j) будет стоять специальная пометка, говорящая об этом. 

Вычисляем значения F(i, j) в порядке возрастания i, а при равных i – в порядке возрастания j. Возможны следующие ситуации (мы считаем, что i, j > 0, разбор граничных случаев проведите самостоятельно):
     S[i] и T[j] – буквы. Если они совпадают, то в качестве F(i, j) берем значение F(i-1, j-1) с дописанной в конце этой буквой. Если в F(i-1, j-1) стоит пометка «строки не существует», то аналогичная пометка ставится и в F(i, j). В случае несовпадения букв S[i] и T[j] нужная строка также не существует. 
    S[i] и T[j] – буква и символ ? или два символа ?. Поступаем точно так же, как и в предыдущей ситуации, однако случая несовпадения букв из-за наличия ? здесь быть не может. 
    S[i] – символ *, T[j] – буква или символ ?. Выбираем наиболее короткое среди значений F(i-1, j) и F(i, j-1) с дописанной к нему буквой T[j] (или любой буквой, если T[j] есть символ ?).
    S[i] – буква или символ ?, T[j] – символ *. Поступаем аналогично ситуации 3. 
    S[i] и T[j] – два символа *. В этой ситуации в качестве F(i, j) берем наиболее короткое из значений F(i, j-1) и F(i-1, j).

Упражнение 
Решите задачу, храня в F(i, j) не кратчайшую строку, а только ее длину (или пометку -1, если такой строки не существует). 
Задача 9. Ну и имечко! 

В семье программистов родился ребенок. Папа-программист хочет назвать ребенка так, чтобы его имя подходило под шаблон P, а мама-программист настаивает на шаблоне M. Найдите самое короткое имя, удовлетворяющее обоим шаблонам, или сообщите, что такого имени не существует и семья находится на грани развода. 

Шаблон представляет собой последовательность букв русского алфавита (буква «ё» не используется) и специальных символов, которые имеют следующие значения:  

	
	?
	любая буква 

	
	*
	любое (возможно нулевое) число букв 

	
	[P] 
	любая буква из диапазона P

	
	[!P]
	любая буква не из диапазона P

	
	{n}
	предыдущий символ, повторенный ровно n раз

	
	{n;} 
	предыдущий символ, повторенный не менее n раз 

	
	{n;m}
	предыдущий символ, повторенный от n до m раз 

	
	@ 
	предыдущий символ, повторенный не менее одного раза


При этом 0 ≤ n ≤ m ≤ 10. Диапазон задается перечислением через запятуюсимволов и интервалов символов. Интервал символов записывается в виде a-b, что означает любую букву, расположенную в алфавите между a и b включительно. 
Символы могут комбинироваться. Например, запись [а,о,е,у,и,ы,э-я]@ означает произвольную непустую последовательность гласных (необязательно повторяющихся). Запрещается записывать подряд фигурные 
скобки и символы @. 

Входные данные 
В первой строке входного файла записан шаблон папы, а во второй – шаблон мамы. Длина каждого шаблона не превосходит 80 символов. 

Выходные данные 
Выведите в выходной файла кратчайшее имя ребенка, удовлетворяющее обоим шаблонам, если такое имя существует. Имя ребенка должно состоять из букв русского алфавита. Большие и маленькие буквы не различаются. В случае нескольких возможных имен требуется вывести первое по алфавиту. Если искомого имени не существует, выведите сообщение «NO SOLUTION». 

Пример входного файла 
?ик*т[а-о][л-р]* 
В??тор* 

Пример выходного файла 
Виктор 

Решение


Эта задача решается аналогично предыдущей, но требует гораздо более тщательного программирования. 
Задача 10. Жадный калькулятор 

Задано алгебраическое выражение, составленное из неотрицательных вещественных чисел и знаков операций +, - и ?. Требуется так расставить в этом выражении скобки, чтобы его значение стало максимально возможным. 

Входные данные 
Исходное выражение длиной не более 250 символов записано в первой строке входного файла. Выражение содержит не более 50 чисел, каждое из которых лежит в диапазоне от 0 до 106 . Пробелы внутри чисел не допускаются. 

Выходные данные 
Выведите в первую строку выходного файла максимально возможное после расстановки скобок значение выражения, а во вторую строку – само это выражение (если вариантов несколько, нужно выдать любой из них). 

Пример входного файла 
1+2 - 3.0*4 

Пример выходного файла 
0 
((1+2)-3)*4 

Решение


Пусть задано некоторое алгебраическое выражение, содержащее N чисел. Рассмотрим кусок этого выражения, расположенный между i-м и j-м его числами включительно (1 ≤ i ≤ j ≤ N). Пусть Max(i, j) обозначает максимально возможное после расстановки скобок значение этого куска, а Min(i, j) – минимально возможное. Эти числа следует вычислять парами в порядке увеличения длин кусков j-i+1. Ясно, что для всех i от 1 до N значения Max(i, i) и Min(i, i) совпадают и равны i-му числу выражения. При i < j число Max(i, j) вычисляем следующим образом. Перебираем все значения k, такие что i ≤ k < j, и каждый раз предполагаем, что при вычислении значения рассматриваемого куска самой последней выполняется операция, записанная между числами с номерами k и k+1. Если это, к примеру, операция вычитания, то чтобы максимизировать значение части выражения от i-го числа до j-го, мы должны взять максимальное значение куска от i-го числа до k-го (которое уже вычислено) и вычесть из него минимальное значение куска от (k+1)-го числа до j-го (которое также уже вычислено). Из значений, полученных при анализе различных k, выбираем максимальное. Операции + и * и вычисление Min(i, j) рассматриваются аналогично. 

Задача 11. Взлом сети 


Компьютерная сеть Пентагона состоит из N компьютеров, некоторые из которых соединены прямыми двусторонними каналами связи. В целях повышения секретности при проектировании сети количество каналов связи было сокращено до минимума с тем условием, чтобы любые два компьютера имели возможность обмена информацией либо непосредственно, либо через другие компьютеры сети. 

КГБ хочет прослушивать все передаваемые в сети Пентагона сообщения. Для этого советскими программистами был разработан вирус, который, будучи установлен на какой-либо из компьютеров, передает КГБ всю информацию, проходящую через него. Оказалось, что материальные затраты, необходимые для установки вируса на различные компьютеры, различны. Требуется определить набор компьютеров, которые КГБ должно инфицировать, чтобы минимизировать общие материальные затраты. 

Входные данные 
Первая строка входного файла содержит N – количество компьютеров в сети (1 ≤ N ≤ 500). В i-й из последующих N строк содержатся номера компьютеров, с которыми непосредственно связан компьютер номер i. Далее следуют N целых чисел из диапазона [1, 1000] – материальные затраты, связанные с установкой вируса на каждый из компьютеров. 

Выходные данные 
В выходной файл выведите минимально возможные суммарные затраты и список номеров компьютеров, которые нужно инфицировать, упорядоченный по возрастанию. 

Пример входного файла 
5 
5 
4 
4 
2 3 5 
4 1 
1 5 5 2 10 

Пример выходного файла 
3 
1 4 

Решение


Первый абзац условия задачи в результате формализации сводится к словам «задано дерево с N вершинами», второй – «найти доминирующее над ребрами множество вершин минимального веса». Выберем какую-нибудь вершину заданного дерева в качестве корня и подвесим дерево за эту вершину. Для каждого поддерева определим пару чисел (a, b), где a равняется ответу на нашу задачу для этого поддерева, а b – ответом на ту же задачу с дополнительным требованием включения корня рассматриваемого поддерева в искомое множество. 

Эти пары чисел (a, b) вычисляются динамически по высоте поддеревьев. Для дерева, состоящего из единственной вершины, a равно нулю, a b – весу этой вершины. Теперь покажем, как вычислить числа a, b для дерева, состоящего из большего числа вершин. Его корень имеет какое-то количество поддеревьев, для которых пары чисел (ai , bi ) уже подсчитаны. Ясно, что число b равно сумме всех чисел ai , увеличенной на вес корня рассматриваемого дерева. Число a, в свою очередь, равно минимуму из суммы чисел bi и числа b. 
Описанная процедура легко реализуется рекурсивным алгоритмом. 

Упражнение 
Решите аналогичную задачу для случая, когда нужно контролировать не каналы связи, а деятельность компьютеров, причем контролировать деятельность компьютера вирус может либо находясь на этом компьютере, либо с любого из 
соседних компьютеров. 
Задача 12. Параллельные вычисления 

Задано арифметическое выражение, содержащее операции сложения, умножения, круглые скобки и операнды, которыми являются буквы английского алфавита. Нас будет интересовать скорость вычисления таких выражений на многопроцессорной машине, поэтому скобки в них будем расставлять в обязательном порядке для указания порядка проведения операций. 

Известно, что сложение двух чисел занимает время p, а умножение – время q. Время, необходимое для вычисления сложного выражения AoB, равно времени, затрачиваемому на выполнение операции o, плюс максимальное из двух чисел – времени вычисления подвыражения A и времени вычисления подвыражения B. Время вычисления операнда полагаем равным нулю. Требуется написать программу, которая: 
    1. Определяет время, необходимое для вычисления заданного выражения на многопроцессорной машине. 
    2. Находит эквивалентное заданному арифметическое выражение с минимальным временем вычисления и само это время. 

Выражения называется эквивалентными, если одно из них можно получить из другого последовательностью следующих преобразований: 
    x + y → y + x ,                    x * y → y * x                    (коммутативный закон), 
    x + (y + z) → (x + y) + z ,    x * (y * z) → (x * y) * z    (ассоциативный закон). 

Входные данные 
В первой строке входного файла содержатся два целых числа p и q (1 ≤ p,q ≤ 1000), во второй – арифметическое выражение длиной не более 200 символов. 

Выходные данные 
Первая строка выходного файла должна содержать ответ на первый пункт задачи. Во вторую строку выведите эквивалентное заданному выражение с минимальным временем вычисления, а в третью – само это время. 

Пример входного файла 
1 1 
((a+(b+(c+d)))*e)*f 

Пример выходного файла 
5 
((a+b)+(c+d))*(e*f) 
3 

Решение


Выполняя синтаксический разбор заданного выражения методом рекурсивного спуска [Шень 95, гл. 13], построим соответствующее этому выражению дерево. Листам полученного дерева будут приписаны операнды, а внутренним вершинам – операции, над ними совершаемые. Таким образом, дерево будет содержать два типа внутренних вершин – +-вершины и *-вершины. (Пример работы с такими структурами данных см. в [Кнут 76, п. 2.3.2].) 

Наложим на дерево, которое строится в процессе разбора, дополнительное требование: одна внутренняя вершина не может быть отцом другой внутренней вершины того же типа. Т.е. сыновьями +-вершины могут быть только операнды и *-вершины, а сыновьями *-вершины – только операнды и +-вершины. Выполнение этого требования достигается за счет отказа от бинарности дерева. Например, выражение ((a+b)+(c+d)) преобразуется к форме +(a,b,c,d). Использование этой формы корректно, так как заданными в условии задачи преобразованиями разрешается любой порядок сложений.  

Теперь используем метод динамического программирования, сводя задачу для дерева к аналогичным задачам для его поддеревьев (при программировании это реализуется рекурсивной функцией). При этом используем жадный алгоритм: как только вычислились два аргумента для операции, отнесенной к корню рассматриваемого дерева (+-вершине или *-вершине), сразу начинаем их складывать или, соответственно, умножать. 

Упражнение 
Докажите, что использование жадного алгоритма приведет к минимально возможному времени вычисления. 

Задача 13. Длинный путь в графе 

Заданы N-вершинный ориентированный граф с двумя выделенными вершинами v1 и v2 и целое число C. Требуется:
1) определить, существует ли в заданном графе путь из вершины v1 в вершину v2, состоящий из C ребер (путь может иметь самопересечения как по вершинам, так и по ребрам);
2) найти минимум функции | X - C |, где X – количество ребер в некотором пути из v1 в v2 . 

Входные данные 
Первая строка входного файла содержит целое число N – количество вершин в графе (1 ≤ N ≤ 10). В следующих N строках расположена матрица N × N из нулей и единиц, элемент (i, j) которой равен единице, если в графе есть ребро из вершины i в вершину j, и нулю, если такого ребра нет. (Граф может содержать петли, т.е. ребра, идущие из вершины в саму себя). Элементы матрицы во входном файле записаны без разделительных пробелов.  

Наконец, строка N+2 содержит номера вершин v1 и v2 , а строка N+3 – десятичную запись числа C (1 &le C < 1050). 

Выходные данные 
В первую строку выходного файла выведите ответ на первый пункт задачи: «Yes», если путь длины C существует, и «No», если нет. Во вторую строку запишите ответ на второй пункт задачи. Если ни одного пути из v1 в v2 не существует, ваша программа должна вывести -1. 

Пример входного файла 
3 
010 
001 
100 
1 1 
555555555555555555555555555555555 

Пример выходного файла 
Yes 
0 

Решение


Достаточно решить второй пункт задачи. Пусть Ai – множество вершин, в которые мы можем попасть из вершины v1 , пройдясь по k ребрам. Будем последовательно вычислять множества A0 , A1 , A2 и т. д. Когда какое-то из этих множеств повторится, это означает, что рассматриваемая последовательность вошла в цикл (а это произойдет не позднее, чем через 2N ≤ 210 = 1024 шагов). Если число C достаточно большое, то с помощью деления определяем позицию цикла, которой оно соответствует. Далее находим ближайшее к этой позиции множество, содержащее v2 . Здесь нужно внимательно разобрать возможные случаи, не забывая про существование предпериода. 

Упражнение 
Решите ту же самую задачу методом динамического программирования при ограничении N ≤ 50. 

Задача 14. Навстречу друг другу 

Дано прямоугольное клетчатое поле M × N клеток. Каждая клетка поля покрашена в один из шести цветов, причем левая верхняя и правая нижняя клетки имеют различный цвет. В результате поле разбивается на некоторое количество одноцветных областей: две клетки одного цвета, имеющие общую сторону, принадлежат одной области. 

Правила игры 
Играют два игрока. За первым игроком закреплена область, включающая левую верхнюю клетку, за вторым – правую нижнюю. Игроки ходят по очереди. Делая ход, игрок перекрашивает свою область: 
    А) в любой из шести цветов; 
    Б) в любой из шести цветов, за исключением цвета своей области и цвета области противника. 
В результате хода к области игрока присоединяются все прилегающие к ней области выбранного цвета, если такие имеются. Если после очередного хода окажется, что области игроков соприкасаются, то игра заканчивается. 

Задание 
Напишите программу, которая для каждого из пунктов (А и Б) определяет минимально возможное число ходов, по прошествии которых игра может завершиться. 

Входные данные 
Цвета пронумерованы цифрами от 1 до 6. Первая строка входного файла содержит целые числа M и N – размеры поля (1 ≤ M,N ≤ 50). Далее следует описание раскраски поля – M строк по N цифр (от 1 до 6) в каждой без пробелов. Первая цифра файла соответствует цвету левой верхней клетки игрового поля. Количество одноцветных областей не превосходит 50. 

Выходные данные 
В выходной файл выведите искомое количество ходов для каждого из пунктов. Если ваша программа решает только один из пунктов, выведите произвольное целое число в качестве ответа на другой пункт. 

Пример входного файла 
4 3 
122 
221 
143 
132 

Пример выходного файла 
3 
4 

Глава 2. Перебор с возвратом
Задача 1. Треугольники 


На плоскости отмечено N = 3K точек. Будем рассматривать такие варианты построения K невырожденных треугольников с вершинами в этих точках, при которых каждая из заданных точек является вершиной какого-либо треугольника. Точки расположены так, что хотя бы одно построение с указанным свойством существует. Требуется определить тот вариант, при котором суммарная площадь полученных K треугольников минимальна. 

Входные данные 
Во входном файле содержатся (в указанном порядке) целое число N (1 ≤ N ≤ 30) и N пар вещественных чисел, задающих координаты точек. Числа разделяются пробелами и/или символами перевода строки. 

Выходные данные 
Первая строка выходного файла должна содержать минимально возможное значение суммарной площади. В каждую из следующих K строк запишите тройку номеров вершин, образующих очередной из треугольников. Номера вершин разделяются пробелом. 

Пример входного файла 
6 
0 0 
1 0 
10 0 
0 2 
12 0 
10 1 

Пример выходного файла 
2 
1 2 4 
3 5 6 

Решение


Решением в данной задаче является любое из разбиений заданных точек на K треугольников, удовлетворяющее указанному в условии задачи требованию. На каждом шаге выбираем еще «не занятую» точку с наименьшим номером и пытаемся построить треугольник, имеющий ее своей вершиной. Для того, чтобы не анализировать одну и ту же ситуацию несколько раз, будем требовать, чтобы номера двух других вершин треугольника следовали в порядке возрастания.  

В процессе перебора храним общую площадь построенных к данному моменту треугольников (S) и суммарную площадь в наилучшем из ранее найденных построений (min). Простейшее из отсечений, которое мы можем использовать, состоит в следующем. Если на каком-то шаге окажется, что S ≥ min, то продолжать построение не имеет смысла и необходимо вернуться к предыдущему шагу.

Как можно улучшить это отсечение? Заметим, что, сравнивая общую площадь треугольников с min, мы никак не учитываем количество треугольников, которые осталось построить. Это можно сделать так. Перед началом работы переборного алгоритма вычислим площадь минимального треугольника, который возможно построить, взяв в качестве вершин какие-то три из заданных N точек (Smin ). Если на очередном шаге перебора нам осталось построить r треугольников, а S + r·Smin ≥ Smin, то также следует выполнить отсечение.

Полученный алгоритм имеет следующий недостаток. В начальный момент времени min приходится полагать равным бесконечности, и нет никакой гарантии, что первые из построенных решений будут настолько хорошими, чтобы указанное отсечение работало эффективно (а это попросту необходимо). Следовательно, нужно каким-то образом подобрать хорошее начальное решение. Это можно сделать, например, с помощью жадного алгоритма: строим треугольник с минимально возможной площадью, выкидываем его вершины, строим треугольник с минимальной площадью из оставшихся точек и т. д.  
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Для дальнейшего улучшения алгоритма применим метод локальной оптимизации. Пусть отыскалось решение с меньшей суммарной площадью, чем наилучшее из ранее найденных. Попробуем обменять вершины у каких-то двух треугольников, т.е. перейти от левого рисунка к правому. Перебрав все пары построенных треугольников и все варианты обмена вершин внутри них, нам с некоторой вероятностью удастся улучшить рассматриваемое решение. 

Задача 2. Идем кругами 


Игровое поле представляет собой N кружков, некоторые из которых соединены отрезками. Каждому кружку приписана какая-то стоимость, а на каждом отрезке поставлена стрелка. Один из кружков является начальным, другой – конечным. Игрок должен переместить фишку из начального кружка в конечный, пройдя по каждому из отрезков ровно один раз. За перемещение по отрезку он получает определенное количество очков, равное стоимости кружка, в который он перемещается, взятой со знаком плюс, если движение происходит по направлению стрелки, и со знаком минус – если в противоположном. 

Требуется определить максимальное количество очков, которое может набрать игрок в этой игре. 

Входные данные 
Входной файл содержит исходные данные в следующей последовательности: N, x1, x2, ..., xN, b, q, M, u1, v1, u2, v2, ..., uM, vM. Здесь N – количество кружков (1 ≤ N ≤ 30), xi – стоимость, приписанная i-му кружку (1 ≤ xi ≤ 30 000), b и q – номера начального и конечного кружков (они могут совпадать), M – количество отрезков, ui и vi – номера кружков, соединяемых i-м отрезком (направление стрелки – от ui к vi). Два кружка могут быть соединены не более чем одним отрезком. Все числа во входном файле являются целыми и разделяются пробелами и/или символами перевода строки. 

Выходные данные 
Вывести в выходной файл искомое количество очков и номера кружков, по которым должен пройти игрок, чтобы набрать это количество. Номера кружков должны быть записаны в порядке их посещения игроком. Если пройти из начального кружка в конечный, удовлетворяя правилам игры, невозможно, выходной файл должен содержать единственную строку «NO SOLUTION». 

Пример входного файла 
5 1 3 5 100 23 
1 4 
5 
1 2 
2 3 
5 3 
2 5 
4 2 

Пример выходного файла 
-72 
1 2 5 3 2 4 

Решение

Заметим, что если пройти по каждому отрезку ровно один раз, то получится эйлеров путь. Проверка существования в графе такого пути осуществляется эффективно на основе критерия эйлеровости [Липский 87, п. 2.7]: граф должен быть связен (за исключением, быть может, изолированных вершин), и все вершины, за исключением начальной и конечной, должны иметь четную степень. Начальная же и конечная, если они не совпадают, – нечетную.

Если мы установили существование в графе эйлерова пути, то дальше поиск пути с максимальной возможной суммой осуществляется перебором. Перед тем, как начинать перебор, имеет смысл найти какой-нибудь путь эффективным алгоритмом и запомнить его в качестве решения, наилучшего из найденных.

Пусть в процессе перебора мы уже построили некоторую начальную часть пути. Если добавление к суммарной стоимости этого пути всех оставшихся ребер графа, пройденных в направлении стрелок, не даст нам более хорошего решения, чем наилучшее на текущий момент, то следует делать отсечение. 

Получив в процессе перебора некоторый путь, можно попытаться улучшить его, найдя в нем какой-нибудь цикл и изменив направление прохода по этому циклу на противоположное. 

Задача 3. Круги

Задан круг, разделенный на N секторов, и два целых числа M и K. В каждый из секторов круга помещается одно целое число, не меньшее K. Когда секторы заполнены числами, из них можно получать новые числа по следующим правилам: 
    взять число из одного сектора; 
    взять число, равное сумме двух или более чисел в смежных секторах. 
Из новых чисел составляется наибольшая последовательность подряд идущих чисел, начинающаяся с числа M: (M, M+1, M+2, ..., I).

Пример на рисунке показывает, как получить все новые числа от 2 до 21 для приведенных на нем чисел в секторах. Серым цветом выделены суммируемые числа.
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Напишите программу, которая определяет способ расстановки чисел в секторах, максимизирующий длину указанной последовательности. 

Входные данные 
Входной файл содержит три целых числа N, M и K (N ≤ 6, M ≤ 20, 0 ≤ K ≤ 20). 

Выходные данные 
Выведите в первую строку выходного файла наибольшее число I для неразрывной последовательности новых чисел от M до I, которая может быть получена из чисел в секторах. Далее выведите все наборы чисел в секторах, из которых можно получить такую последовательность. Каждый набор записывается в отдельную строку выходного файла в виде списка чисел, начинающегося с наименьшего из них (оно может быть не единственным). Числа в списке должны идти в том же порядке, в котором они записаны в секторах круга. Если наименьшее число встречается несколько раз, следует вывести все возможные комбинации. Например, (1 1 2 3), (1 2 3 1), (1 3 2 1) и (1 1 3 2). 

Пример входного файла 
5 
2 
1 

Пример выходного файла 
21 
1 3 10 2 5 
1 5 2 10 3 
2 4 9 3 5 
2 5 3 9 4 

Решение


Пусть, для определенности, минимальное из чисел находится в первом секторе. Очевидно, что это число должно принадлежать интервалу от K до M (если K > M, то задача решений не имеет). Пусть S[i] – число в i-м секторе. Задачу можно решать с помощью рекурсивного алгоритма расстановки чисел в секторах: на каждом шаге заполняется очередной сектор, корректируется множество новых чисел, которые можно получить, и осуществляется переход к следующему сектору. Какие числа мы можем ставить в секторы? В условии задачи сказано, что они обязаны быть не меньше K, но ничего не говорится о верхней границе.

Пусть N-1 секторов круга заполнено числами, а какой-то один пуст. Легко заметить, что мы, не используя этот сектор, можем получить не более, чем N(N-1)/2 различных новых чисел. Обозначим через X первое число из последовательности M, M+1, ..., которое мы не сможем получить. Понятно, что в оставшийся пустым сектор не имеет смысла ставить число, большее X. Поскольку X не превосходит N(N-1)/2+M, то последнее выражение является верхней границей на числа в секторах. Если S[1] < M, то эту границу можно уменьшить еще на 1. В секторы с номерами 2, 3, ..., N нужно помещать числа, не меньшие S[1], – это будет нижней границей.

Для последнего сектора рассматриваемый диапазон чисел можно еще уменьшить. В качестве нижней границы (если N > 2) можно взять число S[2] для того, чтобы исключить симметричные варианты, а в качестве верхней – то число X, о котором мы говорили выше. Если при этом сумма чисел, стоящих в секторах 1, ..., N-1, и числа X меньше наилучшего из найденных значений, то при любом варианте заполнения последнего сектора новое решение мы не получим.

Еще одно наблюдение. Пусть M < 2K. Тогда числа M, M+1, ..., 2K-1 не могут быть получены как сумма чисел из нескольких (более одного) секторов, следовательно, либо (если 2K-M ? N) все они должны находиться в круге, либо (если 2K-M > N) в круге должны находиться числа M, M+1, ..., M+N-1 и только они.

Для ускорения работы программы введем матрицу Sum размера N × N, элемент Sum[i, j] которой будет равняться сумме чисел в j последовательных секторах, начиная с сектора i (если, конечно, все они уже заполнены). К моменту заполнения очередного сектора p у нас должны быть сформированы текущее множество S новых чисел, которые можно образовать, и числа Sum[i, j] (1 ≤ i < p, i+j ≤ p). После заполнения сектора p (при переходе к следующему сектору) необходимо вычислить числа Sum[i, p-i+1] (1 ≤ i ≤ p) и включить их в множество S.

Если сектор последний (p = N), то вычисляем и оставшиеся элементы матрицы Sum, также занося их в множество S. Затем для получившегося набора чисел в секторах нужно найти число I из условия задачи и сравнить его с максимальным из ранее найденных (MaxI). Если I = MaxI, то добавляем набор к списку решений, если же I > MaxI, то очищаем список решений, вносим в него найденный набор и обновляем значение MaxI.

При выводе результата для каждого из найденных решений с S[2] < S[N] нужно выдать также симметричное ему решение с S[2] > S[N], полученное путем зеркального отражения относительно биссектрисы первого сектора. 

Задача 4. Автобусы 

На остановке останавливаются автобусы одного или нескольких маршрутов. Человек пришел на автобусную остановку в 12:00 и находился на ней до 12:59, записывая все моменты прибытия автобусов за этот период с точностью до минуты. Известно, что:
    В указанный период останавливались по крайней мере два автобуса каждого маршрута. 
    Автобусы одного маршрута прибывают с равными интервалами (через одинаковые промежутки времени). 
    Количество маршрутов не превосходит 17.
    Несколько автобусных маршрутов могут иметь одинаковые моменты прибытия и/или одинаковые интервалы.

Требуется по записанным моментам прибытия определить наименьшее количество автобусных маршрутов, которые могут проходить через данную остановку, и график движения автобусов по этим маршрутам. 

Входные данные 
В первой строке входного файла содержится целое число N – количество моментов времени, записанных человеком (1 ≤ N ≤ 300). Во второй строке записаны сами моменты – N целых чисел из диапазона [0, 59], идущих в порядке неубывания. 

Выходные данные 
Выведите в выходной файл график движения автобусов по маршрутам. Каждый маршрут записывается в отдельную строку и задается моментом прибытия первого автобуса и интервалом движения, заданным в минутах. Порядок вывода маршрутов не важен. В случае нескольких возможных решений следует выдать любое из них. 

Пример входного файла 
17 
0 3 5 13 13 15 21 26 27 29 37 39 39 45 51 52 53 

Пример выходного файла 
0 13 
3 12 
5 8 

Решение


Записанные моменты прибытия автобусов назовем отсчетами. Для ускорения перебора стоит по заданным отсчетам заранее посчитать все возможные маршруты, т.е. пары (m, d), где m – время прибытия первого автобуса, а d – интервал движения (m > d, m+d ≤ 59). Наша задача – разбить все множество отсчетов на наименьшее число маршрутов.

Вначале все отсчеты «свободны», т.е. ни один из них еще не отнесен ни к какому маршруту. На каждом шаге поиска разбиения мы находим первый свободный отсчет m и перебираем все возможные маршруты (m, d) с таким временем прибытия первого автобуса (если m > 29, то заведомо нет ни одного нужного маршрута, и следует вернуться к предыдущему шагу). Для каждого маршрута проверяем, можно ли его выделить из отсчетов, оставшихся свободными. Если можно, то выделяем (т.е. относим соответствующие отсчеты к этому маршруту), увеличиваем счетчик маршрутов Cnt на единицу и рекурсивно переходим к следующему шагу. Если на очередном шаге все отсчеты оказались задействованными, то мы получили разбиение, и необходимо сравнить его с наилучшим из ранее найденных.

К сожалению, этот простой алгоритм «не укладывается» во временные рамки, указанные в условии задачи. Поэтому надо думать о сокращении 
перебора.

Первое наблюдение. Большинство маршрутов имеют длину 2, т.е. содержат два отсчета. Назовем такие маршруты большими парами. Оказывается, что для разбиения какого-либо множества отсчетов на большие пары можно применять «жадный» алгоритм: взять первый свободный отсчет и подобрать к нему первый подходящий для образования большой пары, затем опять взять первый свободный отсчет, проделать с ним то же самое и т.д. (докажите это). Если на каком-то шаге не удается найти подходящий свободный отсчет, то разбиение 
невозможно.

Тем самым, приведенный выше алгоритм можно модифицировать следующим образом. Взяв первый свободный отсчет m (m ≤ 29), мы пытаемся либо отнести его к одному из маршрутов (m, d) длины не менее 3 (m+2d ≤ 59), либо «оставить на потом» (для больших пар), увеличивая счетчик больших пар PCnt на единицу. Если на каком-то шаге число оставшихся свободных отсчетов Rem равно 2·PCnt, то пытаемся разбить их на большие пары с помощью «жадного» алгоритма.

Второе наблюдение. Пусть к очередному шагу нами уже построено Cnt маршрутов, а первый свободный отсчет – m (m ≤ 29). Все маршруты, которые мы построим в дальнейшем, будут иметь длину не более L = [60/(m+1)]. Следовательно, если число Cnt + PCnt + [[(Rem - 2·PCnt)/L]] больше или равно количеству маршрутов Min в наилучшем из найденных разбиений, то эту «ветку» перебора можно не рассматривать (здесь [[x]] означает наименьшее целое число, большее или равное x). В начале работы программы нужно установить Min равным 18, т.к. известно, что число маршрутов в наилучшем разбиении не превосходит 17. 

Задача 5. Испытание шаха 

Известна легенда, что в древней Лимонии любой претендент на должность визиря при шахе должен был выдержать следующее испытание. Ему дается доска размером M × M и некоторое количество шахматных фигур: ферзей, ладей, слонов, коней и королей. Претендент должен расставить их на доске таким образом, чтобы ни одна из фигур не била другие фигуры, и все фигуры были выставлены на доске. Если претендент выдерживал испытание, он назначался визирем, а если не выдерживал... то не назначался. Напишите программу, которая будет решать эту головоломку. 

Входные данные 
Первое число во входном файле задает размер доски M (2 ≤ M ≤ 12). Следующие 5 целых неотрицательных чисел K, Q, R, B, N задают соответственно количество королей, ферзей, ладей, слонов и коней, которые требуется расставить. Общее количество фигур не превосходит M2 . Фигуры подобраны так, что искомая расстановка существует. 

Выходные данные 
Вывести в выходной файл доску с расставленными фигурами в виде M строк по M символов в каждой. Пустые поля обозначаются символом . (точка), поля с королями – K, ферзями – Q, ладьями – R, слонами – B, конями – N. 

Пример входного файла 
4 0 0 4 0 0 

Пример выходного файла 
R... 
..R. 
...R 
.R.. 
Решение

Эта задача решается аналогично задаче расстановки N ферзей на доске N × N, но при решении следует учесть некоторые нюансы. Поскольку чем больше «небитых» полей, тем больше перебираемых вариантов для расстановки очередной из фигур, логично первыми расставлять те фигуры, которые бьют много полей. Следовательно, порядок их выставления на доску должен быть примерно таким: ферзи, ладьи, слоны, кони, короли. 

В процессе перебора необходимо определять, какие из полей находятся под боем. Причем набор таких полей меняется каждый раз, когда мы добавляем или удаляем фигуру. Для быстрой проверки, является ли поле «небитым», следует для каждого поля хранить число бьющих его фигур. 

Для улучшения работы алгоритма можно перебирать поля доски не подряд (первая строка слева направо, вторая строка, ...), а в каком-нибудь другом порядке. Например, для расстановки коней можно перебирать сначала все поля черного цвета, а затем все поля белого цвета. При такой организации перебора расстановка 72 коней на доске 12 × 12 получается сразу. 

Задача 6. Ребус 


Арифметический ребус – это зашифрованная запись сложения двух натуральных чисел (например, КОМП+КОМП=СБОРЫ). При этом одинаковым буквам должны соответствовать одинаковые цифры, разным – разные, и ни одно из чисел не может начинаться с нуля. Требуется написать программу, находящую все возможные решения такого ребуса. 

Входные данные 
Входной файл содержит единственную строку с записью ребуса. Длина строки не превышает 30 символов. 

Выходные данные 
Первая строка выходного файла должна содержать число возможных решений ребуса, а остальные – список решений в алфавитном порядке. Каждое решение должно быть выведено не более одного раза. 

Пример входного файла 
ЛЕТО+ЛЕТО=ПОЛЕТ 

Пример выходного файла 
1 
8947+8947=17894 

Решение


Логично организовать перебор, переходя от младших разрядов к старшим. В процессе перебора для каждой еще не известной буквы храним множество значений, которые она может принимать. По виду ребуса можно сразу же сделать некоторые заключения. Например, первая буква числа не может  равняться нулю. Если длина суммы на единицу больше, чем длина наибольшего из слагаемых, то первой ее цифрой может быть только единица. Если на i-м месте первого числа стоит буква A, а на i-м месте второго числа и суммы стоит буква B, то значением A может быть только 0 или 9, и т.д. 

Задача 7. Кроссворд 

Задан набор из N слов, из которых требуется составить связный кроссворд. Слова в кроссворде должны располагаться либо вертикально, либо горизонтально, причем каждое слово, записанное по вертикали, должно пересекаться с каждым словом, записанным по горизонтали. Слова, записанные в одном направлении, отделяются друг от друга как минимум одним пустым рядом. Каждое слово в кроссворде должно встречаться в точности столько раз, сколько раз оно присутствует в наборе. 

Входные данные 
Первая строка входного файла содержит целое число N – количество слов в наборе (1 ≤ N ≤ 9). В каждой из N последующих строк содержится по одному слову (некоторые из них могут повторяться). Слово представляет собой последовательность не более чем из 20 русских и/или английских букв. 

Выходные данные 
В выходной файл выведите один из возможных вариантов составления кроссворда, либо сообщение «NO SOLUTION», если кроссворд, удовлетворяющий условию задачи, составить невозможно. 

Пример входного файла 
СБОРЫ 
СОН 
ПОТОП 
АНТОН 

Пример выходного файла 
П 
СБОРЫ 
О Т 
АНТОН 
П 

Задача 8. Ограда сада 

Где-то в далеком царстве-государстве жил-поживал король. Он унаследовал небольшое собрание редких и весьма ценных деревьев. Для того, чтобы обезопасить свою коллекцию от злоумышленников, король приказал возвести вокруг нее высокий забор. Главный королевский колдун был назначен ответственным за исполнение этого поручения.

Увы! Колдун быстро обнаружил, что единственный подходящий материал для постройки забора – это сами деревья. Другими словами, необходимо срубить некоторые деревья для того, чтобы построить забор вокруг оставшихся. Естественно, чтобы сберечь свою голову, колдун захотел минимизировать стоимость срубленных деревьев. Он поднялся в свою башню и оставался там до тех пор, пока не придумал наилучшее возможное решение.

Вы должны написать программу, решающую задачу, с которой столкнулся главный королевский колдун. Постройте такое подмножество деревьев с наименьшей суммарной стоимостью, что, срубив деревья из этого подмножества, можно построить один забор, огораживающий все оставшиеся деревья. Если существует более одного подмножества с минимальной стоимостью, выберите то, в котором меньше деревьев. 

Входные данные 
В первой строке входного файла записано целое число N – количество деревьев в королевском лесу (2 ≤ N ≤ 14). Деревья нумеруются 
последовательными целыми числами от 1 до N. Каждая из последующих N строк содержит четыре целых числа xi, yi, vi, li, описывающих очередное дерево. (xi, yi) – это координаты дерева на плоскости, vi – его стоимость, а li – длина забора, который может быть построен из этого дерева. Все числа vi, li, а также абсолютные величины xi и yi – целые числа из диапазона [0, 10000]. Считается, что деревья имеют нулевой радиус. 

Выходные данные 
Первая строка выходного файла должна содержать номера деревьев, которые необходимо срубить, разделенные пробелом. Во вторую строку выведите излишек срубленного материала. 

Пример входного файла 
6 
0 0 8 3 
1 4 3 2 
2 1 7 1 
4 1 2 3 
3 5 4 6 
2 3 9 8 

Пример выходного файла 
2 4 5 
3.16 

Решение


Для решения этой задачи будем перебирать все возможные подмножества деревьев для рубки. Для каждого анализируемого подмножества M нужно найти выпуклую оболочку оставшихся деревьев и проверить, что ее периметр не превышает длины забора, который мы можем построить из деревьев M. Рассмотрев все такие подмножества M, выберем то, которое имеет минимальную суммарную стоимость деревьев.

    Для сокращения перебора не следует рассматривать подмножества с большей стоимостью, чем стоимость наилучшего из ранее найденных. Поэтому важно быстро найти решение, близкое к оптимальному. 

Задача 9. Максимальный M-угольник 

Заданы N различных точек плоскости и натуральное число M. Требуется найти максимальный по площади невырожденный M-угольник без самопересечений и самокасаний, вершинами которого являются некоторые из этих N точек. 

Входные данные 
В первой строке входного файла через пробел записаны два целых числа M и N (3 ≤ M ≤ N ≤ 10). Во второй строке перечислены N точек, каждая из которых задана парой своих координат. Координаты являются вещественными числами и разделяются пробелом. 

Выходные данные 
В первую строку выходного файла нужно вывести площадь искомого M-угольника, а во вторую – номера точек, являющихся вершинами этого M-угольника (в порядке обхода по или против часовой стрелки). Номера точек разделяются пробелом. Если вариантов решений несколько, то достаточно выдать любой из них. Если же ни один M-угольник с указанными свойствами построить невозможно, то выходной файл должен содержать единственное число 0. 

Пример входного файла 
3 4 
0 0 0 1 1 0 1 1 

Пример выходного файла 
0.5 
1 2 3 

Задача 10. Жизнь бактерий 

Игра «Жизнь» является упрощенной моделью развития колонии бактерий. Игровое поле для этой игры представляет собой прямоугольник M × N клеток. В начальный момент времени в некоторых клетках находятся бактерии. За один шаг игры некоторые бактерии могут погибнуть, а некоторые родиться на свободных клетках в соответствии со следующими правилами: 
    1) бактерия, у которой есть не более одной соседки, погибает «от скуки»; 
    2) бактерия, у которой есть более трех соседок, погибает «от тесноты»; 
    3) на свободной клетке, у которой есть ровно три соседние бактерии, рождается новая бактерия. 
Все эти правила применяются одновременно ко всем клеткам игрового поля. Клетки считаются соседними, если у них есть хотя бы одна общая точка. Напишите программу, которая: 
    по заданной колонии находит ее предка, то есть колонию, чьим следующим поколением она является, либо сообщает, что это невозможно;
    находит колонию, у которой нет предка, и которая погибает не ранее, чем через L шагов, либо сообщает, что такой колонии не существует. 

Входные данные 
Если во входном файле записана матрица M × N (2 ≤ M, N ≤ 15), то программа должна решать пункт 1 задачи для колонии бактерий, задаваемой этой матрицей. Бактерии обозначаются символом *, а пустые клетки – символом . (точка). Если во входном файле заданы три числа M, N и L (2 ≤ M, N ≤ 10, 0 ≤  L ≤ 10), то программа должна решать пункт 2 для этих параметров. 

Выходные данные 
Если искомая колония существует, то ее следует вывести в выходной файл в формате, приведенном в описании входных данных к пункту 1. В противном случае ваша программа должна записать в выходной файл сообщение «NOT POSSIBLE». 

Пример входного файла для пункта 1 
... 
*** 
... 

Пример выходного файла для пункта 1 
.*. 
.*. 
.*. 

Пример входного файла для пункта 2 
2 2 10 

Пример выходного файла для пункта 2 
*. 
**
Глава 3. Алгоритмы на графах
Задача 1. Четный граф 


Неориентированный граф называется четно-нечетным, если найдутся две его вершины, между которыми существует пути как из четного, так и из нечетного числа ребер. Напишите программу, которая: 
    a) определяет, является ли заданный граф четно-нечетным; 
    б) В случае отрицательного ответа на пункт а) находит максимальное подмножество X вершин графа такое, что для любых двух вершин i и j из X выполняется следующее условие: все пути между i и j состоят из четного числа ребер. 

Входные данные 
Первая строка входного файла содержит число вершин графа N (1 ≤ N ≤ 100), а каждая последующая – пару чисел (i, j), означающих, что в графе присутствует ребро, соединяющее вершины с номерами i и j. 

Выходные данные 
Первая строка выходного файла должна содержать ответ на пункт А в форме YES/NO. В случае отрицательного ответа на пункт А вторая строка должна содержать количество вершин в множестве X, а третья – номера вершин из этого множества в порядке возрастания, записанные через пробел. Если вариантов решений несколько, то достаточно вывести любое из них. 

Пример входного файла 
3 
1 2 

Пример выходного файла 
NO 
2 
2 3 

Решение


Выполняем обход графа в глубину (см., например, [Липский 88, п. 2.2]), одновременно раскрашивая вершины в белый и черный цвета в «шахматном порядке». А именно, пусть мы пришли в очередную вершину из вершины, имеющей, для определенности, черный цвет. Тогда красим ее в белый цвет и перебираем по очереди все соседние вершины. Если какая-то из них окрашена в черный цвет, то пропускаем ее, если в белый – выводим сообщение о том, что граф четно-нечетный и выходим из программы. Если же попадется неокрашенная вершина, то переходим в нее, выполняя тем самым шаг обхода в глубину. 

Окрасив все компоненты связности, для каждой из них выберем наибольшее по мощности из множеств ее черных и белых вершин. Объединив все выбранные множества, получим, очевидно, ответ на пункт б)  задачи. 

Фактически, граф, не являющийся четно-нечетными, – это просто двудольный граф, а наша раскраска помогает выделить его доли. Если для каждой компоненты связности выделить левую и правую долю можно двумя способами, то для всего графа вариантов сделать это 2k , где k – число компонент связности. 

Задача 2. Ориентация графа 


Задан неориентированный граф с N вершинами, пронумерованными целыми числами от 1 до N. Напишите программу, которая последовательно решает следующие задачи: 
    а) выясняет количество компонент связности графа; 
    б) находит и выдает все такие ребра, что удаление любого из них ведет к увеличению числа компонент связности; 
    в) определяет, можно ли ориентировать все ребра графа таким образом, чтобы получившийся граф оказался сильно связным (ориентированный граф называется сильно связным, если из любой его вершины можно пройти в любую другую, двигаясь по ребрам вдоль стрелок); 
    г) ориентирует максимальное количество ребер, чтобы получившийся граф оказался сильно связным; 
    д) определяет минимальное количество ребер, которые следует добавить в граф, чтобы ответ на пункт в) был утвердительным. 

Входные данные 
Во входном файле записано целое число N (1 ≤ N ≤ 100) и список ребер графа, заданных номерами концевых вершин. 

Выходные данные 
Ваша программа должна вывести в выходной файл последовательно ответы на пункты a)-д) в следующем формате: 
    в первой строке запишите ответ на пункт а); 
    во второй строке запишите количество ребер из ответа на пункт б), а в последующих строках выдайте сами эти ребра; 
    в следующую строку выведите сообщение «NOT POSSIBLE», если требуемым в пункте в) способом ориентировать граф невозможно, иначе выведите сообщение «POSSIBLE»; 
    далее выведите максимальное количество ребер графа, которые можно ориентировать (пункт г); в последующие строки выведите список этих ребер; 
    в качестве ответа на пункт д) выведите количество ребер, которые следует добавить в исходный граф, а далее выведите сами эти ребра.
Ребра задаются указанием номеров своих концевых вершин, а при выводе ответа на пункт г) должна быть указана их ориентация (вначале выводится номер начальной вершины, затем – номер конечной). Если ответ на пункт а) отличен от единицы, то пункты в) и г) решать не следует и ответы на них не выводятся. Баллы за пункт в) в случае утвердительного ответа на него начисляются лишь в том случае, если программа правильным образом ориентировала ребра графа (пункт г). 

Пример входного файла 
4 
1 2 
2 4 
3 4 
4 1 

Пример выходного файла 
1 
1 
3 4 
NOT POSSIBLE 
3 
1 2 
2 4 
4 1 
1 
1 3 

Решение


Ребро, удаление которого увеличивает число компонент связности графа, называется мостом. Если граф не содержит мостов, то он называется реберно-двусвязным. Ясно, что произвольный связный граф разбивается на компоненты реберной двусвязности (т.е. максимальные реберно-двусвязные подграфы), соединенные мостами [Емеличев 90, п. 34]. При этом каждая вершина принадлежит в точности одной компоненте и каждое ребро, не являющееся мостом, входит только в одну компоненту. Описанное разбиение графа может быть осуществлено с помощью обхода в глубину, аналогично поиску обычных компонент двусвязности графа [Липский 88, п. 2.6].

Понятно и то, что граф, содержащий мост, нельзя ориентировать требуемым в пункте в) способом. С другой стороны, любой реберно-двусвязный граф ориентировать таким образом можно. Для этого нужно выполнить обход в глубину из произвольной вершины r, ориентируя все ребра графа, принадлежащие глубинному остовному дереву, по направлению от r, а все ребра, ему не принадлежащие, – по направлению к r. (Докажите, что полученный граф будет сильно связным.) Таким образом, ответ на пункт в) положителен в том и только том случае, когда граф не содержит мостов.

Теперь ясно, что в пункте г) нужно ориентировать все реберно-двусвязные компоненты, а все мосты оставить неориентированными. Следовательно, пункты а)-г) могут быть решены все вместе сравнительно простой модификацией обхода в глубину.

Перейдем теперь к менее очевидному пункту д). Пусть заданный граф связен. Будем рассматривать его структуру «с точностью до реберно-двусвязных компонент», стянув каждую такую компоненту в одну новую «супервершину». При этом мы получим связный ациклический граф, т.е., попросту говоря, дерево (эта процедура стягивания компонент очень похожа на построение конденсации графа [Кристофидес 78, п. 2.3]). Обозначим через k количество висячих (т.е. степени 1) вершин этого дерева. Процесс добавления к исходному графу ребер требуемым в пункте д) способом можно мыслить как добавление ребер к рассматриваемому дереву. Поскольку в итоге не должно остаться ни одной висячей вершины, то к графу необходимо добавить не менее [k/2] ребер.

С другой стороны, такого количества ребер достаточно. Докажем это. Утверждение очевидно для деревьев с k = 2 и k = 3. Рассмотрим теперь 
добавление к дереву с k > 3 ребра, соединяющего две его висячие вершины u и v. После добавления образуется граф с одним циклом (т.е. реберно-двусвязной компонентой), который мы также стянем, получив новое дерево. Если вершина, полученная в результате этого стягивания, в новом дереве не является висячей, значит добавленное ребро уменьшило количество висячих вершин на две. В противном случае назовем висячую вершину v плохой для u (а вершину u – плохой для v), и для сокращения числа висячих вершин на две нам следует искать другую пару (u, v). Однако оказывается, что для каждой висячей вершины u может существовать не более одной плохой висячей вершины v (покажите это). 

Таким образом, всегда можно добавить ребро, уменьшающее число висячих вершин на две. Это завершает доказательство сформулированного утверждения. Случай, когда исходный граф несвязен, разбирается аналогично. 


Задача 3. Кратеры на Луне 

Пролетающие время от времени в опасной близости от нашего спутника Луны астероиды захватываются ее гравитационным полем и, будучи ничем не задерживаемы, врезаются с огромной скоростью в лунную поверхность, оставляя в память о себе порядочных размеров кратеры приблизительно круглой формы. 

Увлекающийся астрономией профессор З. В. Ездочетов занялся изучением современной карты участка лунной поверхности. Он решил найти на ней максимально длинную цепочку вложенных друг в друга кратеров. Зная о Ваших недюжинных способностях в области построения алгоритмов, за помощью в решении этой непростой задачи он обратился к Вам. 

Входные данные 
Первая строка входного файла содержит целое число N – количество кратеров, отмеченных на карте (1 ≤ N ≤ 500). Следующие N строк содержат описания кратеров с номерами от 1 до N. Описание каждого кратера занимает отдельную строку и состоит из трех целых чисел, принадлежащих диапазону [-32768, 32767] и разделенных пробелами. Первые два числа представляют собой декартовы координаты его центра, а третье – радиус. Все кратеры различны. 

Выходные данные 
Первая строка выходного файла должна содержать длину искомой цепочки кратеров, вторая – номера кратеров из этой цепочки, начиная с меньшего кратера и кончая самым большим. Номера кратеров должны быть разделены пробелами. Если существует несколько длиннейших цепочек, следует вывести любую из них. 

Пример входного файла 
4 
0 0 30 
-15 15 20 
15 10 5 
10 10 10 

Пример выходного файла 
3 
3 4 1 

Решение


Построим граф, вершины которого соответствуют кратерам, а дуга из вершины i в вершину j идет в том и только том случае, когда i-ый кратер целиком лежит внутри j-го. По условию задачи нам нужно найти длиннейший путь в полученном ориентированном ациклическом графе. Для этого применяем метод динамического программирования, используя схему топологической сортировки [Липский 88, п. 3.4; Кнут 76, п. 2.2.3]. 

Упражнение 
При определении того, лежит ли i-й кратер внутри j-го, не обязательно применять вычисления с плавающей точкой. Покажите, как организовать эту проверку, используя лишь целочисленную арифметику диапазона LongInt, так, чтобы исключить возможность арифметического переполнения. 

Задача 4. Электронная таблица 
Имеется таблица M × N, в каждой ячейке которой записано либо целое число, либо арифметическая формула. В формулах могут присутствовать целые числа, знаки *, /, +, -, (, ), пробелы и ссылки на значения из других ячеек таблицы, записываемые в виде {НомерCтроки, НомерCтолбца} (например, {1,10}). Требуется вычислить значения во всех ячейках заданной таблицы. 

Входные данные: 
В первой строке входного файла записаны целые числа M и N (1 ≤ M, N ≤ 20). В каждой из последующих M строк содержится описание очередной строки таблицы. Описание состоит из целых чисел и арифметических формул, разделенных символами | (ASCII-код 124). Все числа принадлежат диапазону [-32768, 32767], а длина каждой формулы не превышает 100 символов. 

Выходные данные: 
Выведите в выходной файл значения всех ячеек таблицы. Значения ячеек каждой строки таблицы должны быть записаны через пробел в отдельной строке выходного файла. Все значения следует выводить с точностью до двух знаков после десятичной точки. Если значение ячейки вычислить невозможно, вместо него следует вывести символ - (ASCII-код 45). 

Пример входного файла 
2  3 
  1      |    {1, 1   }*10        +3 |     -{1,2}/{2,2} 
{2,3} |             0                     |           {2,1} 

Пример выходного файла 
1.00 13.00 - 
- 0.00 - 

Решение


Каждая ячейка в описываемом ниже процессе вычислений будет иметь один из следующих статусов: «еще не вычислялась», «вычисляется», «уже вычислялась, значение не может быть вычислено» и «уже вычислялась, значение известно». 

Пусть нам требуется узнать значение какой-либо из ячеек, имеющей статус «еще не вычислялась». Меняем ее статус на «вычисляется» и производим синтаксический разбор формулы, записанной в ней. Для этого можно использовать метод рекурсивного спуска [Шень 95, гл. 13]. Если мы встретим ссылку на ячейку, имеющую статус «значение известно», то используем это значение. Если мы встретим ссылку на ячейку, имеющую статус «значение не может быть вычислено», то значение в анализируемой ячейке также не может быть вычислено и мы для нее устанавливаем тот же самый статус и заканчиваем разбор. Встретив ссылку на ячейку, значение которой еще не вычислялось, рекурсивно переходим к нахождению ее значения.

Рассмотрим, наконец, случай ссылки на ячейку со статусом «вычисляется». В этой ситуации мы обнаружили цикл из ссылок, который не может быть разрешен. Меняем статус анализируемой ячейки на «значение не может быть вычислено» и заканчиваем разбор. 

В случае, когда значения всех ячеек, на которые ссылается текущая, были подсчитаны и в процессе разбора формулы не возникало делений на ноль, статус анализируемой ячейки меняется на «уже вычислялась, значение известно».

Легко видеть, что описанный процесс представляет собой обход в глубину графа, вершины которого соответствуют ячейкам таблицы, а ребра – ссылкам из одной ячейки на другую. Присваивание значений ячейкам происходит в том же порядке, что и присваивание новых номеров вершинам ациклического графа при выполнении топологической сортировки [Липский 88, п. 3.4; Кнут 76, п. 2.2.3]. 

Задача 5. Золотая лихорадка 

Алхимик Петя изобрел философский камень, с использованием которого можно проводить некоторое множество алхимических реакций по превращению одних веществ в другие. Масса вещества, которое подвергается превращению, и масса каждого образующегося в результате реакции вещества составляет ровно один грамм. Закон сохранения массы при этом может нарушаться, поскольку Пете он неизвестен.

Изначально у Пети имеется один грамм свинца. С помощью философского камня Петя может превратить свой свинец в другие вещества, на которые он потом также сможет воздействовать философским камнем. Выполняя одну за другой алхимические реакции, Петя стремится получить как можно больше золота. 

Требуется написать программу, определяющую по заданному описанию алхимических реакций, выполняемых философским камнем, наибольшее количество золота, которое может получить Петя. 

Входные данные 
В первой строке входного файла записано целое число K – количество различных веществ, участвующих и образующихся в алхимических реакциях (2 ≤ K ≤ 100). Вторая строка содержит названия этих веществ, разделенные пробелом (в списке обязательно есть свинец и золото). Названия веществ не длиннее 10 букв. 

В третьей строке записано целое число L – количество типов реакций, выполняемых философским камнем (1 ≤ L ≤ 100). Далее идут L описаний этих реакций. Каждое описание реакции состоит из двух строк: первая строка содержит название вещества, которое подвергается превращению, вторая – названия веществ, получающихся в результате реакции. 

Выходные данные 
Ваша программа должна вывести в выходной файл либо одно целое число – искомое количество граммов золота, либо сообщение «QUANTUM SATIS» (лат. "Сколько нужно"), если Петя может получить любое наперед заданное количество золота. 

Пример входного файла 
4 
свинец золото рога копыта 
3 
свинец 
золото рога копыта 
рога 
золото копыта 
копыта 
золото 

Пример выходного файла 
4 

Решение


Построим ориентированный граф G, вершины которого соответствуют заданным веществам, а ребра – возможности получить из одного вещества другое с помощью какой-либо из реакций. Скажем, что из вещества A можно косвенно получить вещество B, если существует такая цепочка реакций, которая из одного грамма A производит какое-то количество B (или, говоря в терминах графа G, существует путь из вершины A в вершину B). Назовем максимумом A максимальное количество грамм вещества А, которое Петя может получить из одного грамма свинца. Если максимум A равен нулю, будем называть вещество A нулевым. Наконец, вещество A будем называть бесконечным, если его максимум неограничен. 

Первым делом определим все нулевые и бесконечные вещества. Очевидно, что нулевыми веществами будут те, которые не могут быть косвенно получены из свинца. Утверждается, что вещество B может быть бесконечным только в следующих двух случаях: 
    1) Существует такое бесконечное A, что B косвенно из него получается. 
    2) Существует такое ненулевое вещество A, что с помощью одной из реакций можно получить из него B и еще какие-то B1, ..., Bk и существует i, такое что из Bi косвенно получается A.

Таким образом, для нахождения всех нулевых и бесконечных веществ достаточно вычислить матрицу достижимостей графа G [Кристофидес 78, п. 2.2] с помощью рефлексивного транзитивного замыкания его матрицы смежности [Липский 88, п. 3.5]. 

Если золото оказалось среди нулевых или бесконечных веществ, то ответ на задачу найден. В противном случае выбросим из графа G все вершины, соответствующие таким веществам, и все ребра, им инцидентные. Теперь определим максимум для каждого из оставшихся веществ.

 Заметим, что если из вещества A можно косвенно получить вещество B, а из вещества B можно косвенно получить вещество A (или, в терминах графа G, если вершины A и B лежат в одной компоненте сильной связности), то максимумы A и B совпадают. Разобьем все оставшиеся вещества по этому признаку на классы эквивалентности. Построим конденсацию G1 графа G [Кристофидес 78, п. 2.3], вершинами которой эти классы эквивалентности будут являться. При этом мы оставляем в рассмотрении лишь те реакции, которые приводят к получению веществ из других классов, нежели вещество, вступающее в реакцию.

Определим для каждой вершины Ai конденсации G1 максимальное количество золота, которое можно получить из одного грамма Ai , т.е. из одного грамма любого из веществ этого класса. Тогда ответом на исходную задачу будет являться значение для класса, в котором содержится свинец.

Если Ai – это класс, содержащий золото, то искомое значение равно единице. В противном случае оно может быть вычислено рекурсивно с использованием метода динамического программирования. А именно, перебираем все реакции Rij , которые можно провести с веществами из класса Ai. Для каждой реакции Rij рекурсивно подсчитываем максимальное количество золота для каждого из веществ, получающегося в результате этой реакции, и вычисляем сумму этих количеств. Далее выбираем максимальную из найденных сумм по всем возможным j. Это число и будет искомым значением для класса Ai. 

Упражнение 
Докажите утверждение о бесконечном веществе. 

Задача 6. Хамелеон 

Игра «Хамелеон» происходит в квадрате 3 × 3, в клетках которого находятся 8 фишек с буквами этого слова, а одна из клеток пуста. За один ход разрешается одну из фишек переместить на соседнюю пустую клетку. Цель игры – достигнуть расположения фишек, указанного на рисунке.

	Х
	А
	М

	Е
	Л
	Е

	О
	Н
	


Напишите программу, которая определяет план достижения цели за минимально возможное число ходов, либо сообщает, что цели достичь нельзя. 

Входные данные 
Во входном файле находится матрица 3 × 3, составленная из больших букв русского алфавита. 

Выходные данные 
Ваша программа должна вывести в первую строку выходного файла искомое число ходов, а в последующие – их список. Каждый ход задается координатами той фишки, которая перемещается. Если плана не существует, выведите в выходной файл сообщение «Нет решения». 

Пример входного файла 
ХАМ 
Е Е 
ОЛН 

Пример выходного файла 
2 
3 2 
3 3 

Решение


Построим граф, вершины которого будут соответствовать возможным конфигурациям игры, а ребра – разрешенным правилами переходам между ними. (Мы получим граф с 9! / 2 = 181440 вершинами, каждой из которых инцидентно от 2 до 4 ребер.) Тогда наша исходная задача о поиске кратчайшей последовательности ходов сведется к задаче о нахождении кратчайшего пути в графе от заданной вершины до вершины, соответствующей конфигурации с рисунка. Для решения последней используем алгоритм поиска в ширину.

В данной задаче искомый путь всегда будет существовать. Действительно, несложно показать, что мы можем получить любую перестановку исходных букв (если читать квадрат 3 × 3 слева направо и сверху вниз) той же четности, что и исходная. Но за счет того, что у нас имеются две одинаковые буквы Е, требуемое расположение фишек всегда достижимо.

Для нахождения всех вершин кратчайшего пути необходимо при поиске в ширину для каждой посещенной вершины v запоминать ту вершину, из которой мы пришли в v. Необязательно хранить ее номер, достаточно хранить, в каком из четырех направлений перемещалась пустая клетка.

Другая проблема, с которой мы сталкиваемся в этой задаче, состоит в нумерации конфигураций числами. Алгоритмы такого типа обсуждаются в главе 5. Кроме того, при реализации решения в некоторых системах программирования, ограничивающих размер сегментов стека и данных 64 килобайтами (такой средой является, например, Turbo Pascal), возникает необходимость либо работать с динамической памятью, либо использовать для хранения структур данных как сегмент данных, так и сегмент стека, и при этом еще и использовать битовые вычисления. 

Упражнение 
Какое минимальное количество бит необходимо для хранения информации о 
каждой вершине построенного графа? 

Замечания 
Игра, описанная в задаче, взята из книги [Калужнин 85]. В [Лапунов 93, п. 2.2] рассматривается аналогичная задача без требования минимизации числа ходов, там же приведен листинг программы для этого варианта задачи. Сравните также задачу «Хамелеон» с задачами «AB» и «Игра 14» первых международных олимпиад [Кирюхин 96]. 

Задача 7. 
Имеются три пробирки, вместимостью 100 миллилитров каждая. Первые две пробирки имеют риски, одинаковые на обеих пробирках. Возле каждой риски надписано целое число миллилитров, которое вмещается в часть пробирки от дна до этой риски (см. рисунок).

Изначально первая пробирка содержит 100 миллилитров пива, а остальные две пусты. Требуется написать программу, которая выясняет, можно ли отделить в третьей пробирке один миллилитр пива, и если да, то находит минимально необходимое для этого число переливаний. Пиво можно переливать из одной пробирки в другую до тех пор, пока либо первая из них не станет пустой, либо одна из пробирок не окажется заполненной до какой-либо риски.
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Входные данные 
В первой строке входного файла содержится число рисок N (1 ≤ N ≤ 20), имеющихся на каждой из первых двух пробирок. Затем в порядке возрастания следуют N целых чисел V1 , ..., VN (1 ≤ Vi ≤ 100), приписанных рискам. Последняя риска считается сделанной на верхнем крае пробирок (VN = 100). 

Выходные данные 
В первой строке выходного файла должна содержаться строка «YES», если в третьей пробирке возможно отделить один миллилитр пива, и «NO» – в противном случае. В случае ответа «YES» во вторую строку необходимо вывести искомое количество переливаний. 

Пример входного файла 
4 
13 37 71 100 

Пример выходного файла 
YES 
8 

Решение


Рассмотрим более общий случай – для каждой пробирки имеется свой набор рисок, в который мы по соглашению дополнительно включаем риску со значением 0. Таким образом, для исходной задачи мы считаем, что третья пробирка имеет единственную «нулевую» риску.

Построим граф, изображающий возможные состояния набора из трех пробирок и возможные переходы между ними. Состояние задается тройкой неотрицательных целых чисел (x1,x2,x3), где xi – количество пива в пробирке i и x1 + x2 + x3 = 100. Опишем теперь перечислитель вершин (x'1,x'2,x'3) графа, в которые можно перейти из вершины (x1,x2,x3) за одно переливание.

Рассмотрим, для определенности, случай переливания из пробирки i в пробирку j (1 ≤ i, j ≤ 3). Пусть в результате было перелито Δ миллилитров пива, т.е. 

x'i = xi - Δ,   x'j = xj - Δ,   x'k = xk,

где k = 6 - i - j. Наша задача сейчас – определить список возможных значений для Δ. Для этого обозначим через ri1, ..., ris те значения рисок пробирки i, которые меньше xi, а через rj1, ..., rjt – те значения рисок пробирки j, которые меньше xj. Ясно, что тогда 
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Далее осталось найти кратчайший путь в построенном графе, взяв в качестве начальной вершину (x1,x2,x3 ), а в качестве конечных – вершины (x1,x2,x3 ) с x3 = 1. 

Задача 8. Катаем кубик 


На шахматной доске стоит кубик, занимая своим основанием в точности одно из полей доски. На его гранях написаны неотрицательные целые числа, не превосходящие 1000. Кубик можно перемещать на смежные поля, перекатывая через соответствующее ребро в основании. При движении кубика вычисляется сумма чисел, попавших в его основание (каждое число считается столько раз, сколько раз кубик оказывался лежащим на данной грани).

Требуется найти такой путь движения кубика между двумя заданными полями доски, при котором вычисленная сумма будет минимальной. Числа, стоящие в основании кубика в начальной и конечной позициях, также входят в сумму. 

Входные данные 
Во входном файле через пробел записаны координаты начального и конечного полей и 6 чисел, написанных на передней (в начальный момент), задней, верхней, правой, нижней и левой гранях кубика соответственно. Координаты полей указываются в стандартной шахматной нотации (см. пример). Начальное и конечное поля различны. 

Выходные данные 
Выведите в выходной файл минимально возможную сумму и соответствующий ей путь. Путь должен быть задан последовательным перечислением координат полей, по которым движется кубик (включая начальное и конечное поля). Координаты полей записываются в том же формате, что и во входных данных, и разделяются пробелом. 

Пример входного файла 
e2 e3 0 8 1 2 1 1 

Пример выходного файла 
5 e2 d2 d1 e1 e2 e3 

Решение


Состояние кубика на доске определяется полем, на котором стоит кубик, и номерами граней, служащих ему в данный момент основанием и передней (ближней к нам) гранью. Построим граф, вершины которого будут соответствовать возможным состояниям кубика, а ребра – допустимым переходам между ними (эти переходы определяются перекатыванием кубика через одно из ребер в основании). Каждому ребру (a, b) полученного графа припишем вес, равный числу, находящемуся на основании кубика в состоянии a. Теперь можно воспользоваться алгоритмом Дейкстры [Липский 88, п. 3.3] для нахождения кратчайших путей из начальной вершины в вершины, соответствующие расположению кубика на конечном поле. 

Задача 9. Иванушка и царевна

Царевна стоит в центре болота и громко плачет. Злой Кощей привязал ее к столбу веревкой так, что веревка обмоталась вокруг царевны ровно I раз по часовой стрелке. Иванушка хочет освободить царевну и взять ее в жены. Проблема заключается в том, что плавать в болоте невозможно и ему приходится прыгать по кочкам. При каждом таком прыжке за ноги Иванушки зацепляется определенное количество зеленых водорослей. 

Будем считать, что поверхность болота ровная, а веревка достаточно длинная и не может ни за что зацепиться либо запутаться. Иванушка должен, держа в руках конец этой веревки, проскакать по кочкам так, чтобы размотать царевну и вернуться на начальную кочку. Так как царевна очень изнежена, то она ни в какой момент времени не должна быть обмотана веревкой более десяти раз (иначе веревка поранит царевну).

Требуется определить такой маршрут движения Иванушки, при котором за его ноги зацепится минимально возможное количество водорослей. 

Входные данные 
Первая строка входного файла содержит три целых числа: N – количество кочек в болоте (3 ≤ N ≤ 10), I – количество оборотов веревки (1 ≤ I ≤ 6) и S – номер кочки, на которой в начальный момент стоит Иванушка (1 ≤ S ≤ N). Каждая из следующих N строк содержит вещественные координаты одной из кочек, записанные через пробел. Известно, что никакой отрезок, соединяющий две кочки, не проходит через центр болота, имеющий по соглашению координаты (0, 0).

В следующих N строках записана матрица N × N, составленная из вещественных чисел. Число в i-й строке и j-м столбце этой матрицы означает количество водорослей, цепляющихся за ноги Иванушки при прыжке с i-й кочки на j-ю. 

Выходные данные 
В первую строку выходного файла выведите минимально возможное количество водорослей, которые зацепятся за ноги Иванушки, с точностью до двух знаков после десятичной точки. Во вторую строку запишите соответствующий маршрут Иванушки, заданный номерами кочек, по которым он должен проскакать. Номера кочек разделяются пробелом. 

Пример входного файла 
3 1 1 
-1 0 
0 1 
1 -2 
0 1 1 
1 0 1 
1 1 0 

Пример выходного файла 
3.00 
1 3 2 1 

Решение


Текущее состояние Иванушки в процессе прыжков определяется номером кочки, на которой он находится, и количеством оборотов веревки вокруг царевны. При этом количество оборотов мы можем считать целым числом из диапазона [-10, 10], поскольку его дробная часть однозначно восстанавливается по номеру кочки. Построим граф, вершины которого будут соответствовать возможным состояниям Иванушки, т.е. парам (номер кочки, число оборотов), а ребра – допустимым переходам между ними (т.е. прыжкам Иванушки с одной кочки на другую). Каждому ребру припишем вес, равный количеству зеленых водорослей, цепляющихся за ноги Иванушки при соответствующем прыжке. 
Теперь можно воспользоваться алгоритмом Дейкстры [Липский 88, п. 3.3] для нахождения в полученном графе кратчайшего пути из начальной вершины в конечную. 

Задача 10. Выгодней некуда

В стране N городов, в каждом из которых есть аэропорт. Авиакомпания, занимающаяся перевозкой грузов, имеет самолет и желает максимально выгодно его использовать. Для некоторых пар городов (A, B) известны время перелета из A в B и сумма выручки за доставку груза из A в B. Напишите программу, которая по этим данным находит для самолета замкнутый путь, максимизирующий среднюю выручку за единицу времени.

Считается, что самолет может вместить не более одного груза, а временем стоянки самолета в аэропорту следует пренебречь. 

Входные данные 
В первой строке входного файла содержится число городов N (1 ≤ N ≤ 100) и число возможных прямых рейсов M. В каждой из следующих M строк записана четверка чисел (i, j, bij, cij), описывающая возможный рейс между городами i и j со временем перелета bij и выручкой cij . Время перелета и выручка – положительные вещественные числа. 

Выходные данные 
В первой строке выходного файла должна содержаться максимальная средняя выручка за единицу времени, а во второй – замкнутый маршрут, заданный номерами своих вершин в порядке следования, на котором эта максимальная выручка достигается. Первая и последняя вершины маршрута должны совпадать. Входные данные будут таковы, что решение заведомо будет существовать. 

Пример входного файла 
3 3 
1 2 1.0 2.0 
2 3 1.0 2.0 
3 1 2.0 1.0 

Пример выходного файла 
1.25 
1 2 3 1 

Решение


Нужно найти такой цикл D, для которого средняя выручка за единицу времени [image: image5.png](D) =
S, /30
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максимальна (сумма берется по всем ориентированным ребрам цикла). Обозначим это максимальное значение через z*. Возьмем некоторое пробное значение z0 и рассмотрим граф с модифицированными весами [Кристофидес 78, п. 8.4]  с'ij = cij - z0bij. Используем алгоритм Флойда для нахождения циклов положительного c'-веса [Кристофидес 78, п. 8.4]. Возможны три случая. 
1. Существует цикл D положительного c'-веса. Это означает, что [image: image6.png]P
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откуда z0 < z(D) ≤ z*. 
2. Существует цикл D с нулевым (но не положительным) c'-весом. В этом случае
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откуда z0 = z(D) и z0 ≥ z(E) для любого другого цикла E. Следовательно, z0 = z*. 
3. Все циклы графа имеют отрицательный c'-вес. Тогда для любого цикла D выполняются неравенства 
[image: image8.png]



и z0 > z(D). Значит, z0 > z*.

Искать величину z* будем следующим образом. Сначала найдем для нее верхнюю (z1) и нижнюю (z2 ≥ z1 / 2) границы (подумайте, как это сделать!). Далее используем двоичный поиск, деля каждый раз отрезок [z1, z2] пробной точкой z0 = (z1 + z2) / 2 на две равные части и оставляя ту из них, на которой лежит z*. Необходимое при этом количество итераций пропорционально числу правильных значащих разрядов z*, которое мы хотим получить. 

Задача 11. Считай путем

Задан ориентированный граф с N вершинами, пронумерованными целыми числами от 1 до N. Напишите программу, которая подсчитывает количество различных путей между всеми парами вершин графа. 

Входные данные 
Входной файл содержит количество вершин графа N (1 ≤ N ≤ 33) и список дуг графа, заданных номерами начальной и конечной вершин. 

Выходные данные 
Вывести в выходной файл матрицу N × N, элемент (i, j) которой равен числу различных путей, ведущих из вершины i в вершину j, или -1, если существует бесконечно много таких путей. 

Пример входного файла 
5 
1 2 
2 4 
3 4 
4 1 
5 3 
1 1 

Пример выходного файла 
-1 -1 0 -1 0 
-1 -1 0 -1 0 
-1 -1 0 -1 0 
-1 -1 0 -1 0 
-1 -1 1 -1 0 

Решение


Пусть A = [aij] – матрица смежности графа, т.е. aij равно 1, если граф содержит дугу из вершины i в вершину j, и 0 в противном случае. Матрица A задает количество путей из одного ребра между всеми парами вершин графа. Аналогичным образом, элементы akij матрицы Ak определяют количество путей из k ребер [Шень 95, п. 9.1; Кристофидес 78, п. 1.8]. Следовательно, матрица В = A + A2 + ... + AN-1 для каждой пары вершин (i, j) определяет суммарное количество путей из i в j, состоящих не более чем из N-1 ребра. Для каждой пары вершин (i, j) заданного графа мы имеем одну из следующих двух возможностей: 
    а) Существует лишь конечное число путей из i в j (это означает, что часть графа между вершинами i и j 1 не содержит циклов). В этом случае длины этих путей ограничены N-1 ребром и aNij = aN+1ij= ... = 0.
    б) Существует бесконечное число таких путей, т.е. соответствующая часть графа содержит цикл, а значит, и элементарный цикл. Поскольку количество ребер в этом цикле не превосходит N, то найдется и путь из i в j длины от N до 2N-1 ребер. В этом случае имеем aNij + aN+1ij + ... + a2N-1ij > 0 

Таким образом, ненулевые позиции матрицы (I +B)AN = AN + AN+1 + ... + A2N-1 соответствуют тем парам вершин, число путей между которыми бесконечно. В эти позиции результирующей матрицы необходимо занести значения -1. В остальные позиции следует перенести числа из матрицы B. Следует отметить, что для выполнения описанных вычислений нужно использовать переменные типа Double или Extended. Максимальное число, которое может появиться в результирующей матрице, равняется 231 = MaxLongInt + 1. 

Упражнения 
1. Докажите последнее утверждение и постройте соответствующий пример. 
2. Придумайте, как вычислить В, используя лишь O(log N) операций над матрицами. 

Задача 12. Игра в города 

Всем известны правила игры «в города»: первый игрок называет произвольный город, следующий – город, название которого начинается на ту же букву, на которую заканчивается название предыдущего города, и т.д. Аналогичным образом можно играть не в названия городов, а, например, в названия животных. Задан список допустимых для описанной игры слов, слова в нем могут повторяться. Напишите программу, определяющую, в каком порядке в процессе игры должны быть названы слова из списка, чтобы каждое слово было использовано ровно столько раз, сколько оно в нем встречается. 

Входные данные 
В первой строке входного файла записано целое число N – количество слов в списке (1 ≤ N ≤ 1000), а в последующих N строках – сами слова. Каждое из них является последовательностью не более чем из 10 строчных английских букв. 

Выходные данные 
Выведите в выходной файл слова в искомом порядке, либо сообщение «NO», если такого порядка не существует. Каждое слово должно быть выведено в отдельную строку выходного файла. 

Пример входного файла 
4 
b 
ab 
bc 
bb 

Пример выходного файла 
ab 
bb 
b 
bc 

Решение


Составим ориентированный мультиграф (мультиграфом называется граф, в котором пары вершин могут быть соединены более чем одним ребром), вершинами которого будут являться буквы от a до z. Каждому слову из списка сопоставим ребро, соединяющее первую и последнюю буквы этого слова. В полученном мультиграфе требуется найти эйлеров путь (т.е. путь, проходящий по каждому ребру ровно один раз). Алгоритм построения такого пути можно найти, например, в [Липский 88, п. 2.7]. 

Задача 13. Открытки и конверты

Жюри решило поздравить авторов метода Форда-Фалкерсона, алгоритмов Флойда-Беллмана, Кнута-Морриса-Пратта, формы Бэкуса-Науэра, схемы Ривеста-Шамира-Адлемана и других классиков Computer Science с наступающим 4 июля (Днем независимости). Для этого было куплено N открыток и M конвертов. К сожалению, конверты и открытки оказались разных размеров, и некоторые открытки помещаются не во все конверты. Напишите программу, находящую такое распределение открыток по конвертам, при котором поздравления получат наибольшее число классиков Computer Science. В один конверт разрешается вкладывать не более одной открытки. 

Входные данные 
В первой строке входного файла записаны числа M и N (0 ≤ M, N ≤ 100). Далее записаны высота и ширина каждого из M конвертов, затем – высота и ширина каждой из N открыток. Размеры конвертов и открыток являются натуральными числами, не превосходящими 32767, и разделяются пробелами и/или символами перевода строки. 

Выходные данные 
Выведите в выходной файл целое число K – максимальное количество открыток, которые можно разложить по конвертам. Далее выведите K пар целых чисел, означающих номер открытки и номер конверта, в который ее необходимо положить. 

Пример входного файла 
4 4 
3 3 141 282 282 141 200 100 
3 1 140 280 141 282 201 1 

Пример выходного файла 
4 
1 1 2 3 3 2 4 4 

Решение


Построим двудольный граф, вершинами первой доли которого являются открытки, вершинами второй доли – конверты, а существование ребра между вершинами двух долей соответствует возможности вложения данной открытки в данный конверт. Тем самым, исходная задача распалась на две. Одна из них состоит в определении возможности поместить один прямоугольник внутрь другого (не забывайте, что открытку в конверт можно вкладывать под углом) и решается с использованием несложных геометрических соображений (см. решение задачи 10 в [Бадин 95]). Другая задача – нахождение наибольшего паросочетания в полученном графе. 

Задача 14. Покрытие путями 
Задан ориентированный ациклический граф. Требуется построить наименьшее количество путей, покрывающих все вершины этого графа и не пересекающихся ни по одной из вершин. 

Входные данные 
В первой строке входного файла записано количество вершин графа N (1 ≤ N ≤ 25). Далее перечислены ребра графа, заданные номерами начальной и конечной вершин.

Выходные данные 
Выведите в первую строку выходного файла число K – наименьшее количество путей, которыми можно покрыть все вершины графа. Далее выведите сами эти пути (по одному в каждой строке), задавая их номерами вершин в порядке посещения. 

Пример входного файла 
4 
1 2 
1 3 
2 3 
2 4 

Пример выходного файла 
2 
1 2 4 
3 

Решение


Предположим, что решение задачи состоит из M путей, а R – суммарное количество ребер в этих путях. Каждый путь из L вершин содержит L-1 ребро. Просуммировав по всем путям, получаем, что N - M = R. Следовательно, задача о покрытии минимальным количеством путей эквивалентна задаче о покрытии такими путями, суммарное количество ребер в которых максимально. А это, в свою очередь, равносильно нахождению наибольшего множества ребер с тем свойством, что в каждую вершину входит и из каждой вершины выходит не более одного ребра данного множества (здесь мы пользуемся ацикличностью графа).


Будем решать последнюю из сформулированных задач. Для этого построим двудольный граф, вершины обеих долей которого соответствуют вершинам исходного графа. При этом вершина a первой доли будет соединена ребром с вершиной b второй доли в том и только том случае, когда в исходном графе существует ориентированное ребро (a, b). Теперь для получения решения необходимо найти максимальное паросочетание в построенном графе. 

Задача 15. Поможем МПС 

В некоторой стране протянута сеть железных дорог. Требуется наладить сообщение между двумя различными городами A и B, пустив наибольшее возможное число поездов от A до B. Из-за конструктивных особенностей поездов, нарушений расписания и прочих объективных причин необходимо, чтобы никакие два поезда не проезжали через один город, за исключением, 
конечно, городов A и B. 

Входные данные 
В первой строке входного файла записаны целое число M – количество городов в стране (2 ≤ M ≤ 25) и номера городов A и B (города нумеруются числами от 1 до M). Далее перечислены все железные дороги страны, каждая из них задается парой номеров городов, которые она соединяет. Все дороги считаются одноколейными и ориентированными, то есть ведущими из первого города пары во второй, но не наоборот. 

Выходные данные 
Выведите в первую строку выходного файла целое число K – максимальное количество поездов, которые можно пустить из A в B. Далее выведите K маршрутов поездов, по одному в каждой строке. Каждый маршрут задается номерами городов, через которые проходят поезда в порядке следования от A до B. 

Пример входного файла 
5 2 4 
2 1 
2 3 
1 3 
3 1 
1 4 
3 4 
3 5 

Пример выходного файла 
2 
2 1 4 
2 3 4 

Решение


Построим ориентированный граф, соответствующий заданной сети железных дорог. Расщепим каждую из его вершин-городов, за исключением A и B, на две. Первая из них будет «пунктом въезда» в город, а вторая – «пунктом выезда». Говоря формально, каждая вершина v графа заменяется на две новых – v1 и v2, причем все ребра, входившие ранее в v, теперь будут входить в v1 , а все ребра, исходившие ранее из v, будут исходить из v2 , кроме того, добавляется ребро (v1, v2). В результате этой операции мы свели условие непересечения маршрутов поездов по вершинам к условию их непересечения по ребрам. Теперь выбираем города A и B в качестве источника и стока, а пропускные способности всех ребер полагаем равными единице. В получившейся сети ищем максимальный поток, его величина и есть искомое число K (докажите это и придумайте, как по максимальному потоку построить маршруты поездов). 

Замечание 
Идея задачи взята из книги [Кормен 99]. Там же, в главе 27, можно найти очень хорошее изложение алгоритмов поиска максимального потока в сети.

Задача 16. Девушки и юноши 

В деревне живут N девушек и столько же юношей. Каждый юноша оценивает всех девушек числами от 1 до N (разных девушек – разными числами), а каждая из девушек аналогичным образом оценивает юношей. Устойчивым паросочетанием называется такое взаимно-однозначное соответствие между юношами и девушками, что для любых двух юношей Ю1 и Ю2 и соответствующих им девушек Д1 и Д2 выполняются следующие два условия: 
    1) либо Ю1 оценивает Д1 выше, чем Д2 , либо Д2 оценивает Ю2 выше, чем Ю1 ; 
    2) либо Ю2 оценивает Д2 выше, чем Д1 , либо Д1 оценивает Ю1 выше, чем Ю2. 
Напишите программу, которая по заданным оценкам находит некоторое устойчивое паросочетание. 

Входные данные 
Первая строка входного файла содержит целое число N (1 ≤ N ≤ 200). В строках с номерами от 2 до N+1 находятся наборы из N чисел, которыми юноши с номерами от 1 до N оценивают девушек. В строках с номерами от N+2 до 2N+1 находятся наборы из N чисел, которыми девушки оценивают юношей. Числа в наборах разделяются пробелами. 

Выходные данные 
В выходной файл выведите номера девушек, соответствующих юношам с номерами от 1 до N по порядку. Числа должны быть разделены пробелами и/или символами перевода строки. 

Пример входного файла 
3 
1 2 3 
2 3 1 
1 2 3 
1 2 3 
2 3 1 
3 1 2 

Пример выходного файла 
3 2 1 

Решение


Докажите, что устойчивое паросочетание всегда существует, и придумайте эффективный алгоритм его нахождения. В [Вирт 89, п. 3.6] обсуждается применение метода перебора с возвратом для нахождения всех устойчивых паросочетаний. 

Задача 17. Сопротивление

Задана электрическая схема из некоторого количества узлов и N резисторов, их соединяющих. Напишите программу, вычисляющую сопротивление между двумя заданными узлами A и B этой схемы. Допускается частичное решение задачи для случая параллельно-последовательных схем.

Пояснения для тех, кто плохо учил в школе физику: 
    1. Сила тока равна напряжению, поделенному на сопротивление: I = U / R. 
    2. Сумма токов, втекающих в узел, равна сумме токов, вытекающих из него. 
    3. Сумма падений напряжений I · R на отдельных участках произвольного замкнутого контура равна сумме всех ЭДС в этом контуре.

Как следствие, получаем следующие формулы: 
    1. При последовательном соединении резисторов с сопротивлениями R1 и R2 общее сопротивление R вычисляется по формуле R = R1 + R2; 
    2. При параллельном соединении резисторов с сопротивлениями R1 и R2 общее сопротивление R вычисляется по формуле 1 / R = 1 / R1 + 1 / R2. 

Входные данные 
В первой строке входного файла содержится целое число N – количество резисторов в схеме (1 ≤ N ≤ 50). Во второй строке записаны номера узлов A и B (узлы нумеруются начиная с 1). Каждая из следующих N строк содержит описание очередного резистора в виде тройки целых чисел из диапазона [0, 32767], записанных через пробел. Первые два числа задают номера двух различных узлов схемы, которые этот резистор соединяет, а третье – его сопротивление. Между двумя узлами схемы могут располагаться несколько резисторов. 

Выходные данные 
Выведите в выходной файл искомое сопротивление не менее чем с 6 верными значащими цифрами. 

Пример входного файла 
4 
1 2 
1 3 1 
3 4 1 
4 3 1 
2 4 1 

Пример выходного файла 
2.50 

Решение


К заданному в условии задачи мультиграфу дополнительно добавим ребро от A к B, на котором располагается источник ЭДС. Для каждого ребра заведем неизвестную, равную току, протекающему по этому ребру в каком-то фиксированном направлении. Используем теперь алгоритм нахождения фундаментального множества циклов в графе [Липский 88, п. 2.5]. Для каждого построенного цикла выпишем в виде уравнения на введенные неизвестные закон Кирхгофа для напряжений, указанный в условии задачи. (Ясно, что уравнения для всех остальных циклов будут линейными комбинациями выписанных.) Кроме того, для каждого узла можно записать уравнение равенства сумм токов, втекающих и вытекающих из него. Такое уравнение нужно записать для всех узлов схемы, кроме любого одного (докажите, что уравнение для него равно сумме предыдущих с обратным знаком). Полученную систему из N+1 линейного уравнения на N+1 неизвестную решаем, например, методом Гаусса. 

Упражнения 
1. Докажите, что общее количество построенных уравнений (т.е. количество циклов в фундаментальном множестве циклов плюс количество узлов в схеме) равняется N+1. 
2. Докажите, что полученная система линейных уравнений является невырожденной, т.е. будет иметь единственное решение.

Глава 4. Вычислительная геометрия

Задача 1. Сумма штрафа 

Новый градоначальник города Глупова решил с целью пополнения бюджета и экономии горючего провести кампанию борьбы с левым уклоном и левыми рейсами. Для этого он запретил водителям выполнять левые повороты, установив штраф за каждый такой поворот в размере одного миллиона (разворот на 180o поворотом налево не считается). От тяжелого прошлого Глупову достались улицы, которые могут пересекаться под любыми углами. Градоначальник приказал установить компьютерную систему тотальной слежки, которая следит за каждым автомобилем, записывая его координаты каждый раз, когда тот меняет направление движения (включая начальную и конечную точки пути). 

Требуется написать программу, вычисляющую по записанной последовательности координат автомобиля штраф, который должен быть взыскан с водителя. 

Входные данные 
В первой строке входного файла содержится целое число N – количество записанных пар координат (1 ≤ N ≤ 1000). В каждой из следующих N строк записана очередная из этих пар. 

Выходные данные 
Выведите в выходной файл суммарный штраф водителя в миллионах. 

Пример входного файла 
4 
0 0 
1 0 
1 1 
2 1 

Пример выходного файла 
1 

Решение


В этой задаче, фактически, необходимо определить, в каком направлении происходит кратчайший поворот от одного вектора (x1, y1) до другого вектора (x2, y2) – по часовой стрелке или против. Представим на время, что рассматриваемые вектора находятся не в плоскости, а в пространстве, и рассмотрим их векторное произведение. Оно будет иметь компоненты (0, 0, z), где z = x1y2 - x2y1. Тогда из определения векторного произведения получаем следующий полезный факт: рассматриваемый поворот осуществляется против часовой стрелки тогда и только тогда, когда x1y2 - x2y1 > 0. 

Задача 2. Торт для Жюри 

K членов Жюри Десятой Всероссийской олимпиады школьников по информатике решили отметить столь круглую годовщину в одном из лучших ресторанов на Невском проспекте. На десерт вниманию Жюри предложили торт, имеющий форму прямоугольной призмы с выпуклым N-угольником в основании. Жюри вооружается десертными ножами и собирается справедливо разделить торт на K частей равного объема. Ножами можно проводить прямые вертикальные разрезы от одной границы торта до другой; различные разрезы могут иметь общие точки лишь в своих концевых вершинах.

Напишите программу, помогающую членам Жюри построить требуемые K-1 разрезов. 

Входные данные 
В первой строке входного файла содержатся два целых числа K и N (1 ≤ K, N ≤ 50). Далее следуют N пар вещественных чисел – координаты 
последовательно расположенных вершин N-угольника. 

Выходные данные 
Каждый из K-1 разрезов в выходном файле должен быть представлен четверкой чисел – координатами своих концов. Все числа должны быть разделены пробелами и/или символами перевода строки. 

Пример входного файла 
4 3 
2 1 
0 0.5 
4 0.5 

Пример выходного файла 
2 1 1 0.5 
2 1 2 0.5 
2 1 3 0.5 

Решение


Найдем площадь основания куска торта для одного члена Жюри. Для этого вычислим общую площадь многоугольника S и разделим ее на количество членов K. Отрезать куски членов Жюри будем по очереди: сначала отрежем первому, затем от оставшегося многоугольника отрежем второму и т.д. Все разрезы при этом будем проводить через первую вершину исходного многоугольника. 

Для отрезания очередного куска поступим так. Один конец разреза уже фиксирован, а второй перемещается по контуру оставшегося многоугольника до тех пор, пока не «отмерит» нужную площадь. Сначала он перемещается, прыгая от одной вершины многоугольника к следующей (каждый раз при этом к площади ранее отмеренного куска добавляется площадь треугольника, образованного первой, текущей и следующей вершинами). Как только мы отмерим лишнего (т.е. площадь куска, отрезанного через текущую вершину, меньше S / K, а через следующую – больше), в качестве второго конца разреза нужно взять точку на только что пройденной стороне многоугольника. Осталось разделить эту сторону в отношении, приводящем к куску требуемой площади. 

Упражнение 
Решите аналогичную задачу о разрезании для случая невыпуклого торта и K = 2, 3. 

Задача 3. Прямоугольники

На ось Ox плоскости Oxy положили N прямоугольников. Требуется найти координаты вершин ломаной, огибающей это множество прямоугольников сверху (см. рис.). 

[image: image9.png]5[]





Входные данные 
Первая строка входного файла содержит целое число N (1 ≤ N ≤ 100). Далее следуют N строк, в каждой из которых записана тройка вещественных чисел, описывающих очередной из прямоугольников. Первое из них задает абсциссу левого нижнего угла прямоугольника, а остальные два – его длину и высоту. 

Выходные данные 
В первую строку выходного файла выведите количество вершин искомой ломаной. Далее укажите сами вершины в порядке неубывания абсциссы. Каждая вершина задается своими координатами, записанными через пробел в отдельной строке выходного файла. Никакие два звена ломаной не должны лежать на одной прямой. 

Пример входного файла 
2 
0 4 2 
2 4 5 

Пример выходного файла 
6 
0 0 
0 2 
2 2 
2 5 
6 5 
6 0 

Решение


Рассмотрим абсциссы всех вершин всех прямоугольников и отсортируем их по возрастанию. В результате ось Ox разобьется на отрезки. Очевидно, что ломаная может менять высоту, на которой идут ее горизонтальные звенья, только в концах этих отрезков, а между ними она идет на постоянной высоте. Определим эти высоты. Возьмем для этого середину каждого отрезка и рассмотрим все прямоугольники, ее покрывающие. Нужно выбрать максимальную из их высот. 

Тем самым, мы получили набор горизонтальных звеньев нашей ломаной. Вертикальные звенья возникают там, где ломаная меняет высоту, на которой она идет. 

Упражнение 
Придумайте решение этой задачи со временем работы O(N log N). Используйте для этого структуру данных, называемую очередью с приоритетами [Ахо 79, п. 4.9]. 

Задача 4. Картинная галерея 
В картинной галерее, имеющей форму N-угольника, расположено M люстр, которые мы будем считать точечными источниками света. Точка стены галереи называется освещенной, если из нее видна хотя бы одна из люстр. Неосвещенным участком будем называть максимальное связное множество точек стены галереи, ни одна из которых не освещена (участок может содержать углы галереи). Напишите программу, определяющую все неосвещенные участки. 

Входные данные 
Первая строка входного файла содержит два целых числа N и M (1 ≤ N, M ≤ 30). В каждой из следующих N строк записаны координаты очередного угла галереи. Углы перечислены в порядке обхода стены по часовой стрелке. Далее идут M строк, каждая из которых содержит координаты очередной из люстр. Все координаты являются вещественными числами и разделяются пробелом. 

Выходные данные 
В первую строку выходного файла выведите количество неосвещенных участков S. Каждая из следующих S строк должна содержать описание очередного из участков в виде тройки чисел, разделенных пробелом. Первые два числа определяют координаты начальной точки участка, третье – его длину. (Участок должен продолжаться на указанную длину в направлении обхода стены по часовой стрелке. Никакие два участка не должны иметь общих точек.) Числа, определяющие участок, должны быть выведены не менее чем с 3 верными значащими цифрами. 

Пример входного файла 
5 1 
0 0 
0 5 
4 5 
2 3 
5 0 
3.0 1.0 

Пример выходного файла 
1 
1 5 5.82843 

Решение


Рассмотрим решение задачи, если источник света один. Разобьем все стороны N-угольника на отрезки так, чтобы каждый отрезок был либо целиком освещен, либо целиком неосвещен. Для этого проведем из источника света лучи через те вершины N-угольника, угол при которых больше 180o, и найдем ближайшие точки пересечения этих лучей со сторонами N-угольника (касания не рассматриваются). Эти точки и дадут нам требуемое разбиение. Теперь для каждого отрезка надо проверить, освещен он или нет. Проведем луч из источника света через середину проверяемого отрезка. Найдем точки пересечения этого луча со сторонами N-угольника и среди них отыщем наименее удаленную от источника света. Если это середина нашего отрезка, то отрезок освещен, если нет, то та сторона, которой принадлежит эта точка, закрывает проверяемый отрезок от источника света.

Проведем эту процедуру для остальных источников света, разбивая имеющиеся неосвещенные отрезки на более мелкие (для освещенных отрезков это бессмысленно). При выводе соседние неосвещенные участки надо объединить.


Задача 5. Пересечение многоугольников 


Два многоугольника на плоскости заданы координатами своих вершин. Требуется вычислить площадь пересечения этих многоугольников, то есть сумму площадей тех кусков, которые образуются при их пересечении и принадлежат каждому из них. При этом вы можете предполагать, что: 
    А) Многоугольники выпуклые, а координаты их вершин даны в произвольном порядке. 
    Б) Хотя бы один из многоугольников невыпуклый, но известно, что у каждого из многоугольников не более одного угла, большего 180 градусов, а координаты вершин даны в порядке обхода по часовой стрелке. 
Ваша программа по входным данным должна сама определить, какой из этих двух случаев имеет место. 

Входные данные 
Первая строка входного файла содержит целое число N – количество вершин в первом многоугольнике (3 ≤ N ≤ 50). Во второй строке записаны координаты этих вершин. Третья и четвертая строки таким же образом задают второй многоугольник. Координаты всех вершин являются целыми числами из диапазона [-32768, 32767]. 

Выходные данные 
Выведите в выходной файл искомую площадь не менее чем с 6 верными значащими цифрами. 

Пример входного файла 
3 
0 3 0 -3 -3 0 
5 
-1 1 2 1 1 0 2 -1 -1 -1 

Пример выходного файла 
2.0 

Решение


Отсортируем вершины каждого из многоугольников по полярному углу относительно его центра масс. Если в результате получились два выпуклых многоугольника (для проверки выпуклости используйте критерий из задачи 4.1), значит нам предстоит решать пункт А, иначе – пункт Б. 

Разберем пункт А. Очевидно, что пересечение двух выпуклых многоугольников также является выпуклым многоугольником. Какие точки будут его вершинами? Во-первых, все точки пересечения двух многоугольников. Чтобы их найти, нужно пересечь все стороны одного многоугольника со всеми сторонами другого. Во-вторых, все вершины первого многоугольника, принадлежащие второму, и наоборот, все вершины второго, принадлежащие первому. Определив все вершины пересечения, упорядочим их, отсортировав по полярному углу относительно центра масс. Далее считаем площадь получившегося многоугольника. 

Пункт Б сводится к пункту А следующим образом. Прямая, проведенная через любую из сторон угла, большего 180 градусов, разбивает невыпуклый многоугольник на два выпуклых. Пересекая получившиеся выпуклые многоугольники (как в пункте А) и суммируя площади их пересечений, найдем ответ на пункт Б. 

Задача 6. Пересечение окружностей 

На плоскости провели N окружностей. Требуется определить площадь их пересечения. 

Входные данные 
В первой строке входного файла находится целое число N (1 ≤ N ≤ 20). В каждой из последующих N строк записана тройка вещественных чисел, описывающих очередную из окружностей. Первые два числа задают координаты ее центра, третье – радиус. 

Выходные данные 
Выведите в выходной файл искомую площадь не менее чем с 6 верными значащими цифрами. 

Пример входного файла 
2 
0 0 1 
1 1 1 

Пример выходного файла 
0.570796 

Решение


Пересечением нескольких окружностей является выпуклая фигура, которую можно представить как многоугольник и сегменты, примыкающие к его сторонам. Это разбиение на многоугольник и сегменты не является единственным, поскольку любой сегмент можно разбить на треугольник и два новых сегмента (см. рис.). 

[image: image10.png]



Приступим к решению. Вначале найдем точки пересечения всех пар окружностей. Если точка пересечения двух окружностей принадлежит всем остальным, то она является вершиной интересующего нас многоугольника. Получив все такие вершины, упорядочим их сортировкой по полярному углу относительно центра масс. 

По построенному многоугольнику, «вписанному» в пересечение, в некоторых случаях уже можно посчитать искомую площадь. Действительно, каждая его сторона является хордой некоторой окружности (обратитесь к рис.). Сложив суммарную площадь всех соответствующих сегментов этих окружностей с площадью многоугольника, получим ответ. Однако в других случаях при этом возникнут проблемы. Во-первых, точек, являющихся его вершинами, может не оказаться вовсе, либо найдется только одна его вершина, а пересечение при этом будет непустым. (Рассмотрите случаи, когда одна окружность вложена в другую или они касаются внутренним образом.) Во-вторых, в случае, например, пересечения только двух окружностей многоугольник вырождается в отрезок, являющийся хордой сразу обеих этих окружностей. При попытке подсчета площади прилегающего к нему сегмента не совсем ясно, какой из сегментов и какой из окружностей следует выбрать. 

Для решения всех перечисленных проблем предлагается выполнить следующее построение. Для каждой пары окружностей найдем точки пересечения прямой, проходящей через их центры, с самими окружностями (если мы встретим две концентрические окружности, то внешнюю из них нужно отбросить). Из этих точек выберем только те, которые принадлежат всем окружностям, и добавим их к списку вершин нашего многоугольника. В результате добавления этих вершин для любой стороны многоугольника (возможно вырожденного) сегмент, прилегающий к ней, будет определяться однозначно, так как соседние вершины всегда будут лежать на какой-то одной окружности, а из двух сегментов этой окружности всегда нужно выбирать наименьший. 

Задача 7. Шагающий многоугольник 

На плоскости заданы выпуклый многоугольник M и точка P(x, y). За один ход разрешается центрально-симметрично отразить многоугольник относительно середины любой из его сторон. Требуется найти последовательность ходов, в результате которой точка P оказалась бы накрытой этим многоугольником. 

Входные данные 
Во входном файле записано количество вершин многоугольника N (3 ≤ N ≤ 20) и координаты точки x и y. Далее перечислены координаты вершин многоугольника в порядке обхода по часовой стрелке. Все координаты – целые числа, не превосходящие по абсолютной величине 105. 

Выходные данные 
Если точку P накрыть нельзя, запишите в выходной файл сообщение «Impossible». В противном случае выведите в него последовательность ходов, после выполнения которой многоугольник M накроет точку P. Каждый ход задается номерами вершин той стороны, относительно середины которой производится преобразование центральной симметрии. Вершины многоугольника нумеруются начиная с 1. 

Пример входного файла 
3 3 2 
0 1 1 2 1 0 

Пример выходного файла 
2 3 
3 1 
2 3 

Решение


Выполнение двух «шагов» многоугольника M относительно середин двух различных его сторон приводит к параллельному переносу M на удвоенный вектор, соединяющий середины этих сторон. Взяв, например, первые три стороны многоугольника M, мы получим два неколлинеарных вектора сдвига. Параллельными переносами M вдоль этих векторов можно достаточно близко  приблизить его к точке P. Далее нужно устроить перебор, то есть последовательно проделывать «шаги» относительно одной, двух и т.д. сторон M и проверять, принадлежит ли точка полученному многоугольнику или нет. Можно доказать, что точку всегда можно накрыть, поэтому и описанный 
алгоритм ответ находит всегда.

Заметим, что можно считать многоугольник M неподвижным, а точку P при каждом «шаге» отображать центрально-симметрично. Это ускоряет работу программы. 

Задача 8. Путь на параллелепипеде 

На поверхности прямоугольного параллелепипеда { (x, y, z) | 0 ≤ x ≤ L, 0 ≤ y ≤ W, 0 ≤ z ≤ H } отмечены две точки с координатами (x1, y1, z1) и (x2, y2, z2). Существует много путей, проходящих по поверхности параллелепипеда и соединяющих заданные точки. Требуется найти квадрат длины кратчайшего из таких путей. 

Входные данные 
Файл входных данных содержит (в указанном порядке) следующие 9 целых чисел: L, W, H, x1, y1, z1, x2, y2, z2 . Числа разделяются пробелами и/или символами перевода строки. Каждое из чисел L, W, H не превышает 100. 

Выходные данные 
Вывести в выходной файл одно целое число – квадрат длины искомого пути. 

Пример входного файла 
3 4 4 
1 2 4 
3 2 1 

Пример выходного файла 
25 

Решение


Пометим конечную точку краской. Пока краска не высохла, поставим параллелепипед начальной точкой на начало координат плоскости Oxy. Теперь будем перекатывать параллелепипед через его ребра всеми возможными способами, выполняя не более 5 перекатываний от начального положения. В результате конечная точка будет оставлять на плоскости Oxy отпечатки (считаем, что на параллелепипеде отпечатков не остается). 

Так как способов перекатывания много, то и следов конечной точки тоже будет несколько. Минимальное из расстояний от начала координат плоскости Oxy до отпечатка конечной точки и будет ответом задачи. 

Упражнения 
1. Докажите корректность приведенного алгоритма. 
2. Можно ли уменьшить указанное в алгоритме число перекатываний? На сколько? 

Задача 9. SOS 

В океане в точке с координатами (X, Y) потерпел крушение корабль. Недалеко от места катастрофы находится остров, имеющий форму N-угольника (не обязательно выпуклого). Спасшиеся после кораблекрушения пассажиры оказались в спасательной шлюпке, которая может двигаться относительно воды в любом направлении со скоростью, не превосходящей V. В процессе движения шлюпка может менять как направление, так и величину своей скорости.

В океане имеется постоянное течение, вектор скорости которого – (VTx, VTy). Тем самым, вектор скорости шлюпки относительно земли определяется как сумма вектора скорости течения (VTx, VTy) и вектора скорости шлюпки относительно воды (Vx, Vy).

Требуется найти минимальное время, за которое шлюпка сможет добраться до острова, либо определить, что из-за сильного течения это невозможно. 

Входные данные 
Входной файл содержит (в указанном порядке) следующие данные: координаты (X, Y) места крушения, количество вершин острова N (3 ≤ N ≤ 50), координаты вершин острова, заданные в порядке обхода острова по часовой стрелке (2N чисел), максимальную скорость спасательной шлюпки V (V > 0) и вектор скорости течения (VTx, VTy). Все числа во входном файле, кроме N, являются вещественными и разделяются пробелами и/или символами перевода строки. 

Выходные данные 
Выведите в выходной файл искомое время не менее чем с 6 верными значащими цифрами. Если шлюпка до острова доплыть не сможет, выходной файл должен содержать сообщение «добраться невозможно». 

Пример входного файла 
4 3 
3 
0 0 0 3 3 0 
2 1 1 

Пример выходного файла 
4.828427 

Решение


Геометрическое место точек, где может оказаться шлюпка через время t, представляет собой расширяющийся круг радиуса V·t, плывущий по 
направлению течения со скоростью (VTx, VTy). Нас интересует первый момент времени, в который этот круг коснется заданного N-угольника. Ясно, что он может коснуться либо его вершины, либо его стороны. Первый случай соответствует высадке людей из шлюпки в вершине острова, второй – на стороне острова. Понятно, что для минимизации времени шлюпка должна плыть с максимальной собственной скоростью V не меняя направления движения.

В случае высадки в вершине острова скорость шлюпки относительно земли должна быть направлена на данную вершину. Надо учесть, что, в общем случае, не до всех вершин можно доплыть, так как при малой собственной скорости шлюпки рассматриваемый круг может проплыть мимо них. 

В случае высадки на стороне острова необходимо направить собственную скорость шлюпки перпендикулярно данной стороне (покажите это!). Здесь возможен случай, что шлюпку снесет течением, и она пройдет мимо этой стороны острова. В таком случае вариант высадки на этой стороне не рассматривается.

Тем самым, для решения задачи необходимо рассмотреть все возможные варианты высадки и выбрать тот из них, который минимизирует затрачиваемое время. 

Задача 10. Вписанный, описанный и записанный 

Военный полигон имеет форму N-угольника и обнесен по границе забором. Военные изобрели атомную бомбу очередного поколения и намереваются провести испытания этого нового вида оружия. Узнав о планах «зеленых» помешать испытаниям, главнокомандующий приказал установить сверхсовременный пеленгатор, обнаруживающий посторонних в радиусе его действия.

У военных есть вполне естественное желание взорвать как можно более мощную атомную бомбу. При этом заместитель командира части по тылу настаивает, что забор полигона должен остаться целым. Тот же самый рачительный зам. по тылу хочет сэкономить как можно больше денег на электроэнергии, установив пеленгатор минимального радиуса действия, контролирующий весь полигон. Чтобы его не украли «зеленые», пеленгатор нужно установить на территории полигона. Напишите программу, определяющую минимальный радиус действия и точку установки пеленгатора, а также максимальный радиус поражения бомбы и точку ее взрыва. 

Входные данные 
Входной файл содержит вещественные координаты вершин N-угольника (1 ≤ N ≤ 50), записанные в порядке обхода по (или против) часовой стрелки. 

Выходные данные 
Запишите в выходной файл искомые координаты и радиусы действия в соответствии с форматом, приведенным в примере. 

Пример входного файла 
0 0 
10 0 
10 10 
0 10 

Пример выходного файла 
Установить пеленгатор в точке (5, 5) радиусом действия 7.0710678 
Взорвать бомбу в точке (5, 5) радиусом действия 5.0000000 

Задача 11. Маятник 

Рассмотрим математический маятник, прикрепленный к началу координат математической нитью. Начальное положение маятника (-r, 0). Если маятник отпустить, то он начнет колебаться, описывая полуокружность. Теперь представим себе, что в плоскость вбито несколько математических гвоздиков. Движение маятника в этом случае будет более сложным, но, в конце концов, он также начнет совершать некоторые периодические колебания.

Для нашего идеального математического мира считаются выполненными следующие условия: 
    гвоздики и нить имеют нулевую толщину; 
    энергия маятника не теряется (т.е. трение отсутствует); 
    маятник никогда не сталкивается с гвоздиками (с ними входит в соприкосновение только нить); 
    нить изгибается только при соприкосновении с гвоздиком.

Ваша задача состоит в том, чтобы промоделировать движение маятника и вычислить длину установившейся орбиты.

Вниманию тех, кто боится физики! Единственный физический факт, необходимый для решения этой задачи, таков: маятник никогда не поднимается выше своей начальной высоты. Следовательно, маятник либо достигнет оси x, либо будет крутиться вокруг некоторого гвоздика. 

Входные данные 
В первой строке входного файла записаны целое число N – количество гвоздиков (0 ≤ N ≤ 500) и вещественное число r – длина нити. В каждой из следующих N строк через пробел указаны координаты одного из гвоздиков. 

Выходные данные 
Выведите в выходной файл длину одного цикла периодической орбиты, по которой станет качаться маятник. Учитывать расстояние, пройденное маятником до того, как он вышел на эту орбиту, не нужно. Ответ должен быть указан с точностью до двух знаков после десятичной точки.

Пример входного файла 
2 16.0 
3 -4 
-3 -4 

Пример выходного файла 
87.66 

Решение


Решение этой задачи напоминает построение выпуклой оболочки методом Джарвиса [Препарата 89, п. 3.3.3]. Рассмотрим вектор (-r, 0), отложенный от начала координат. Будем поворачивать этот вектор против часовой стрелки. В какой-то момент времени он может зацепиться за один из гвоздиков, расстояние до которых меньше длины поворачиваемого вектора. А именно, он зацепится за тот из этих гвоздиков (пусть он имеет номер k1), угол поворота до которого минимален.

На следующем шаге откладываем текущий вектор от гвоздя k1, уменьшаем его длину на расстояние от начала координат до этого гвоздя и продолжаем процесс поворота. Т.е. среди всех гвоздей, расстояние до которых меньше текущей длины вектора, найдем тот (с номером k2), угол поворота до которого минимален. Затем продолжим процедуру, перейдя в гвоздь k2, и т.д. Для нахождения углов можно использовать свойства скалярного произведения.

Описанный процесс может закончиться в двух случаях. Во-первых, на очередном шаге может не найтись гвоздя, за который зацепится вектор. В этом случае маятник будет вращаться вокруг последнего из гвоздей по окружности, длину которой легко найти. Во-вторых, при повороте вокруг очередного гвоздя нужно проверять, не поднялся ли конец маятника выше оси x. Для этого можно просто добавить в массив гвоздей точки пересечения оси x c окружностью, радиус которой равен текущей длине вектора. Если вектор зацепится за такую точку, то это означает, что маятник в этой точке остановится и начнет движение в обратную сторону по той же траектории. Значит, если мы на каждом шаге будем подсчитывать текущую длину траектории конца вектора, то для нахождения длины циклической орбиты маятника останется умножить полученную длину на два. 

Задача 12. Кратчайший путь в квадрате

Внутрь квадрата с координатами левого нижнего угла (0, 0) и координатами правого верхнего угла (100, 100) поместили N квадратиков, стороны которых параллельны осям координат и имеют длину 5. Никакие два квадратика не имеют общих точек. Необходимо найти кратчайший путь из точки (0, 0) в точку (100, 100), который бы не пересекал ни одного из этих N квадратиков. 

Входные данные 
В первой строке входного файла содержится целое число N (1 ≤ N ≤ 30), в каждой следующих N строк – координаты левого нижнего угла (x, y) очередного из квадратиков (0 ≤ x, y ≤ 95). 

Выходные данные 
Выведите в выходной файл координаты точек искомого пути, в которых меняется направление движения (включая начальную и конечную точки). Порядок точек в выходном файле должен соответствовать порядку точек в пути. 

Пример входного файла 
5 
5 5 
5 15 
15 10 
15 20 
90 90 

Пример выходного файла 
0 0 
5 10 
20 20 
95 90 
100 100 

Решение


Легко показать, что кратчайший путь может менять направление движения только в вершинах квадратиков (а также в начальной и конечной точках). Построим граф, вершины которого соответствуют всем указанным точкам. Если отрезок, соединяющий пару точек, не пересекает ни одного из квадратиков, то проведем между соответствующими вершинами графа ребро. Вес этого ребра положим равным длине рассматриваемого отрезка. Теперь осталось воспользоваться алгоритмом Дейкстры [Липский 88, п. 3.3] для нахождения кратчайшего пути между двумя вершинами полученного графа.

Упражнения 
1. Действительно ли необходимо учитывать возможность прохождения пути через левые нижние и правые верхние углы квадратиков? Почему? 
2. Покажите, как проверить пересечение отрезка с квадратиком, не используя чисел с плавающей точкой (для этого вполне достаточно типа Integer).

Глава 5. Комбинаторные алгоритмы

Задача 1. Блиц-тур по комбинаторике 

Уважаемые господа! Сегодня вам предлагается для каждого из следующих типов комбинаторных объектов: 
    1) перестановки N-элементного множества (лексикографический порядок); 
    2) K-элементные подмножества N-элементного множества (лексикографический порядок); 
    3) разбиения N-элементного множества на K непустых подмножеств (лексикографический, т.е. алфавитный, порядок); 
    4) разбиения числа N на слагаемые; 
    5) правильные скобочные последовательности из 2N скобок; 
    6) двоичные деревья с N вершинами; 
    7) цепочки из нулей и единиц длины N без двух единиц подряд; 
    8) перестановки N-элементного множества (порядок, в котором соседние перестановки отличаются транспозицией соседних элементов); 
    9) K-элементные подмножества N-элементного множества (порядок, в котором соседние подмножества отличаются двумя элементами); 
    10) все подмножества N-элементного множества (порядок, в котором соседние подмножества отличаются добавлением или удалением одного элемента); 
    11) подвешенные деревья с N вершинами; 
решить следующие две подзадачи: 
    найти общее количество объектов и породить M объектов, начиная с L-го; 
    по заданным объектам получить их номера. 
В качестве N-элементного множества везде подразумевается множество {1, ..., N}. Там, где порядок порождения комбинаторных объектов не указан, Вы можете выбрать его по своему усмотрению. Нумерация объектов начинается с нуля. 

Таким образом, Вам предстоит написать 11 программ. Задача засчитывается, если Ваша программа прошла все тесты, в противном случае 
Вам начисляются штрафные баллы за неверный подход (20% от стоимости задачи), и Вы имеете возможность исправить решение. 
В зависимости от того, какую из подзадач требуется решить, входной и выходной файлы имеют один из следующих двух форматов (тем самым, Ваша программа должна сама определять номер решаемой подзадачи). 

Входные данные для подзадачи 1 
N K L M 

Выходные данные для подзадачи 1 
<Число объектов> 
<Объект номер L> 
... 
<Объект номер L+M-1> 
Каждый объект должен выводиться с новой строки. Формат вывода объектов 
остается на Ваше усмотрение с условием, что он должен быть читабельным. 

Входные данные для подзадачи 2 
N K 
<Объект 1> 
... 
<Объект M> 
Формат записи объектов будет соответствовать выходному формату, используемому Вашей программой при решении подзадачи 1. 

Выходные данные для подзадачи 2 
<Номер объекта 1> 
... 
<Номер объекта M> 
Каждый номер должен быть выведен с новой строки. 

Технические ограничения 
Если в данной задаче число K не используется, то вместо него будет указан нуль. Числа N и K во всех задачах не превосходят 100, число L не превышает 2·109 , число M – 10 000. Номера объектов в подзадаче 2 не будут превышать 2.1·109. Все входные данные корректны. 

Решение

Для каждого упомянутого в условии типа комбинаторных объектов необходимо научиться решать следующие задачи (считаем, что порядок объектов выбран): 
    1. Определить количество объектов. 
    2. Найти объект по номеру. 
    3. Найти номер по объекту. 
    4. Получить по объекту следующий. 
Хотя последний пункт и сводится к двум предыдущим, существенно эффективнее будет процедура, решающая подзадачу 1 с помощью пункта 4. 
Рассмотрим принципы решения сформулированных задач на примере перестановок, разбиений на слагаемые и цепочек из нулей и единиц без двух единиц подряд (чтобы не писать каждый раз столько слов, назовем их просто хорошими). 

Перестановки (лексикографический порядок) 
Количество перестановок из N элементов равно N! – это известная комбинаторная формула. Порождение всех перестановок из N элементов будем проводить «по индукции». Предположим, что мы умеем порождать все перестановки из N-1 числа. Тогда сначала сгенерируем все перестановки чисел 2, ..., N, приписывая к ним слева единицу. Затем сгенерируем все перестановки чисел 1, 3, ..., N, приписывая к ним слева двойку, и т.д. Последним шагом будет порождение всех перестановок чисел 1, ..., N-1 с приписыванием к ним слева числа N.

Можно, конечно, запрограммировать этот метод напрямую. Но давайте проанализируем его более внимательно. Из описанной процедуры вытекает, что каждая следующая перестановка получается из предыдущей таким образом. В «предыдущей» перестановке x1, ..., xn справа ищется наибольшая убывающая подпоследовательность чисел xi > ... > xn (если рассматривать позиции, начиная с i-ой, то это последняя перестановка чисел xi, ..., xn). Если i = 1, то все перестановки были сгенерированы. Иначе среди чисел x i , ..., x n выбирается наименьшее xj, большее xi-1, и ставится на позицию i-1, а все оставшиеся числа (и xi-1 в том числе) выписываются в возрастающем порядке.

Таким образом, мы научились эффективно генерировать все перестановки, а заодно и решили задачу получения по перестановке следующей. Пример работы нашего алгоритма для N = 4 приведен на рисунке. 
[image: image11.png]




Алгоритм вычисления по перестановке ее номера также несложно получить, анализируя описанный метод порождения. Будем, опять же, действовать «по индукции». Предположим, что мы уже умеем вычислять номер по перестановке из N-1 числа, и нам задана произвольная перестановка из N чисел. Пусть x – ее первое число. Тогда все перестановки с первыми числами от 1 до x-1 находятся перед нашей. Их количество num равно (x-1)·(N-1)!. Осталось узнать номер перестановки из N-1 числа, получающейся из нашей выбрасыванием числа x, и прибавить этот номер к num. 

Алгоритм получения перестановки по ее номеру реализуется аналогично: сначала определяем первую цифру перестановки, деля номер на (N-1)! и прибавляя 1, затем вторую, деля остаток от предыдущего деления на (N-2)!, и т.д. 

Перестановки (отличающиеся транспозицией соседних элементов) 
Пусть мы умеем генерировать в требуемом порядке все перестановки, состоящие из N-1 числа 2, ..., N. Сгенерируем первую такую перестановку. Будем последовательно вставлять единицу на первое, второе, ..., N-ое место. Затем, оставляя единицу на том же месте, сгенерируем следующую перестановку чисел 2, ..., N, после чего «тащим» единицу влево и т.д. В результате получим все перестановки чисел 1, ..., N в требуемом порядке (см. рис.). 
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Разберем этот метод подробнее. В процессе генерирования перестановок над каждым числом будет записана стрелка, которая указывает, куда мы это число в данный момент тащим (влево или вправо). В начальный момент порождается перестановка 1, 2, ..., N, а все стрелки указывают вправо. Затем мы берем самый младший элемент нашего множества – единицу – и тащим его по направлению его стрелки (вправо) до тех пор, пока он не «упрется», т.е. не достигнет последней возможной позиции. После этого мы меняем направление стрелки над единицей, берем следующий по старшинству элемент – двойку – и сдвигаем его на одну позицию по стрелке. Далее опять тащим единицу, но уже в противоположном направлении, и т.д. То есть для получения следующей перестановки на очередном шаге мы берем единицу и пробуем тащить ее по стрелке. Если она уперлась, то меняем ее стрелку и пробуем тащить двойку. Если и она уперлась, меняем ее стрелку, и 
пробуем сдвинуть тройку. И т.д. Если уперлись все, то перестановок больше не будет.

Рассмотрим теперь, как по номеру K получить K-ую перестановку. Соответствующий алгоритм легко следует из метода генерирования. Ясно, что если перестановка чисел 2, ..., N имеет четный номер, то единица тащится вправо, иначе – влево. Следовательно, мы должны взять перестановку чисел 2, ..., N с номером [K / N] и вставить в нее единицу на позицию (K mod N) + 1. При этом позиция отсчитывается справа или слева в зависимости от четности числа [K / N].

Для вычисления по перестановке ее номера обозначим через L номер перестановки чисел 2, ..., N, полученной из исходной удалением единицы. Определив четность L, мы узнаем, в каком направлении единица тащится. Тем самым, нам станет известно, справа или слева отсчитывать ее позицию. Пусть  номер этой позиции M. Тогда искомый номер перестановки будет равен L·N + M - 1. 

Упражнения 
1. Сформулируйте признак, по которому определяется, «уперлось» число или нет. 
2. Решите те же задачи для K-элементных подмножеств N-элементного множества. 

Разбиения на слагаемые 
Необходимо заметить, что разбиения, отличающиеся только порядком слагаемых, мы считаем совпадающими. Назовем (N, K)-разбиениями все те разбиения числа N, для которых каждое из слагаемых не превосходит K. Пусть A(N, K) – количество таких разбиений. Числа A(N, K) будем вычислять методом динамического программирования. Для вывода рекуррентной формулы разделим все (N, K)-разбиения на два класса. В первый попадут разбиения, в которых есть слагаемые, равные K, а во второй – все остальные. Ясно, что количество разбиений во втором классе равно A(N, K-1). Найдем количество разбиений в первом. Заметим, что если из каждого разбиения этого класса выбросить одно число K (а их может быть несколько), то получим все (N-K, K)-разбиения. Следовательно, верна следующая формула: A(N, K) = A(N, K-1) + A(N-K, K).

Перейдем к задаче генерирования (N, K)-разбиений. Каждое разбиение единственным образом записывается в виде последовательности чисел, расположенных в порядке невозрастания. Будем порождать (N, K)-разбиения в антилексикографическом порядке, т.е. порядке, обратном алфавитному (рисунок демонстрирует этот порядок для (7, 5)-разбиений). Для этого, согласно предыдущим рассуждениям, необходимо сгенерировать сначала все (N-K, K)-разбиения, приписывая к каждому из них слева число K, а затем сгенерировать все (N, K-1)-разбиения.
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Как получить по (N, K)-разбиению следующее? Каждое разбиение выглядит таким образом: сначала идут числа, большие единицы, а затем – только единицы. Пусть L – количество единиц в разбиении. Найдем первое число справа, большее единицы, и обозначим его через x. Тогда следующее разбиение будет таким: все числа до x останутся теми же самыми, вместо x будет стоять x-1, а дальше – первое разбиение числа L+1 на слагаемые, не превосходящие x-1.

Рассмотрим задачу вычисления по (N, K)-разбиению его номера. Пусть x – первое число заданного разбиения. Тогда все разбиения с первым числом от x+1 до min(K, N) предшествуют нашему. Их общее количество num равно (докажите это!) A(N - (x+1), x+1) + A(N - (x+2), x+2) + ... + A(N - min(K, N), min(K, N)).

Пусть P – номер того разбиения числа N-x на слагаемые, не превосходящие x, которое получается из исходного вычеркиванием первого числа. Тогда номером исходного разбиения будет num+P.

Аналогично осуществляется построение разбиения по номеру: определяем сначала первое число разбиения, затем второе и т.д. 

Упражнения 
1. Решите те же задачи для правильных скобочных последовательностей. Для этого воспользуйтесь числами B(N, K), равными количеству начал правильных скобочных последовательностей длины N с балансом K (балансом называется количество открывающих скобок минус количество закрывающих, см. также задачу 1.2). 
2. Попробуйте вывести явную формулу для числа правильных скобочных последовательностей. 
3. Найдите взаимно однозначное соответствие между правильными скобочными последовательностями и подвешенными деревьями. Это соответствие сведет одиннадцатый тип комбинаторных объектов блиц-тура к пятому. 
4. Найдите взаимно однозначное соответствие между подвешенными и двоичными деревьями. Это соответствие сведет шестой тип комбинаторных объектов блиц-тура к пятому. 

Цепочки из нулей и единиц длины N без двух единиц подряд 
Количество хороших цепочек длины N равно числу Фибоначчи с номером N+1 (см. задачу 1.1). Рассмотрим задачу перечисления этих цепочек в лексикографическом порядке. Пусть мы умеем генерировать хорошие цепочки длины N-1 и длины N-2. Тогда для порождения хороших цепочек длины N сначала порождаем все хорошие цепочки длины N-1 и приписываем к каждой из них слева 0, затем порождаем все хорошие цепочки длины N-2 и приписываем к каждой из них слева 10.

Из приведенного метода вытекает следующий способ получения следующей в лексикографическом порядке хорошей цепочки. В имеющейся цепочке выделяем справа максимальную подцепочку вида 1010...1 или вида 1010...10, ставим перед ней единицу, а все числа правее этой единицы заменяем на нули. 

Упражнения 
1. Придумайте алгоритмы получения номера по хорошей цепочке и хорошей цепочки по номеру. 
2. Решите все рассмотренные задачи, если хорошие цепочки нужно генерировать в таком порядке, чтобы каждая следующая отличалась от предыдущей ровно в одной цифре. 

Задача 2. Отравленный пирог 

Для игры «Отравленный пирог» используется прямоугольный пирог, разделенный на M «строк» горизонтальными разрезами и на N «столбцов» – вертикальными. Таким образом, пирог должен быть разбит на M × N клеток, правая нижняя из которых «отравлена». Играют двое игроков, ходы делаются по очереди. Каждый ход заключается в том, что игрок выбирает одну из еще не съеденных клеток пирога и съедает все клетки, расположенные левее и выше выбранной (в том числе и выбранную). Проигрывает тот, кто съедает отравленную клетку.

Требуется написать программу, которая по заданной игровой позиции определяет все возможные выигрышные ходы для начинающего в этой позиции. 

Входные данные 
Данные во входном файле расположены в следующем порядке: M, N (1 ≤ M, N ≤ 9), X1, ..., XM. Здесь Xi – число оставшихся клеток в i-м снизу горизонтальном ряду. Все числа во входном файле разделяются пробелами и/или символами перевода строки. 

Выходные данные 
В первую строку выходного файла необходимо вывести количество различных выигрышных ходов К, а в последующие K строк – сами выигрышные ходы.

Каждый ход задается парой чисел (i, j), где i – номер (снизу) горизонтального ряда, а j – номер (справа) вертикального ряда, которому принадлежит выбранная клетка (1 ≤ i ≤ M, 1 ≤ j ≤ N). 

Пример входного файла 
3 5 
5 4 3 

Пример выходного файла 
1 
3 1 

Решение


Пронумеруем все возможные позиции в этой игре (например, в порядке возрастания числа оставшихся клеток пирога). Для каждой позиции методом динамического программирования вычисляем, является ли она выигрышной или проигрышной для начинающего в ней игрока. Сначала помечаем позицию, в которой все клетки съедены, как выигрышную. Для очередной позиции это определяется следующим образом. Если существует ход из этой позиции в проигрышную (а оттуда будет ходить противник), то это выигрышный ход, и, значит, рассматриваемая позиция является выигрышной. Если же все ходы из данной позиции приводят в выигрышные позиции, то это означает, что как бы ни сходил начинающий, у его противника будет существовать выигрышный ход, и, следовательно, эта позиция для начинающего проигрышная.

Основная проблема в этой задаче – нужно так пронумеровать состояния игры, чтобы по состоянию можно было эффективно вычислить его номер, а по номеру – легко восстановить состояние. 

Задача 3. Кошки-Мышки 

Игровое поле для игры «Кошки-мышки» представляет собой совокупность кружков, некоторые из которых соединены линиями. Первый игрок играет за «кошек», второй – за «мышек». В процессе игры кошки и мышки располагаются в кружках игрового поля. Ходы совершаются игроками по очереди. За один ход игрок может передвинуть некоторые из своих фигур (кошек или мышек) по линиям, ведущим из тех кружков, где они в данный момент находятся. Первыми ходят кошки.  В случае если кошка окажется в одном кружке с мышкой, мышка считается съеденной. Цель первого игрока – съесть максимальное число мышек и сделать это как можно быстрее, цель второго – помешать первому игроку.

Напишите программу, определяющую максимальное число мышек, которых съедят кошки, и номер хода, на котором будет съедена последняя из них, в предположении о наилучших действиях обоих игроков. 

Входные данные 
В первой строке входного файла содержатся два целых числа N и M – количество кружков (1 ≤ N ≤ 20) и линий (1 ≤ M ≤ 200) на игровом поле. В следующих M строках указаны номера кружков, которые соединяются очередной линией. Далее следуют количество кошек и номера кружков, в которых они первоначально располагаются. После этого в таком же формате записаны данные о мышках. Суммарное количество кошек и мышек не превосходит четырех. 

Выходные данные 
Запишите в выходной файл максимальное количество мышек, съедаемых кошками, минимальное число ходов, необходимых для этого, и все возможные положения кошек после первого хода, обеспечивающие достижение цели за указанное число ходов. 

Пример входного файла 
8 9 
1 2 
2 3 
3 4 
4 1 
1 5 
5 6 
6 7 
7 8 
8 6 
1 5 
2 3 7 

Пример выходного файла 
1 2 
6

Глава 6. Задачи на разные темы

Задача 1. ХитрОе жюRи 

Дана последовательность целых чисел. Известно, что все числа в ней встречаются ровно два раза, кроме одного, которое встречается только один раз. Напишите программу, определяющую это число. 

Входные данные 
Входной двоичный файл содержит последовательность 32-битовых целых чисел со знаком (File Of LongInt). 

Выходные данные 
Выведите в выходной текстовый файл искомое число. 

Пример входного файла 
XXYYXYXYXXYY 

Пример выходного файла 
1498962264 

Решение

Рассмотрим xor-сумму всех чисел, т.е. выражение a1 xor a2 xor ... xor an , где a1, a2, ..., an –числа, записанные во входном файле. Полученный результат будет равен искомому числу. 

Действительно, a xor a = 0 и 0 xor a = a. В силу коммутативности и ассоциативности операции xor (проверьте эти свойства!) можно считать, что мы сначала выполнили xor тех чисел, которые встречаются дважды. В результате указанное выражение примет вид 

(b1 xor b1) xor (b2 xor b2) xor ... xor (bn div 2 xor bn div 2) xor с = с,

где bi – числа, которые встречаются в файле два раза, а c – один раз. 

Задача 2. Острова 


Генератор случайных карт известной игры Heroes of Might and Magic III создает острова, на которых изначально будут расположены герои. При такой генерации острова получаются различными по величине. Назовем коэффициентом несправедливости отношение площади наибольшего острова к площади наименьшего. Требуется определить этот коэффициент.

Карта задается прямоугольником N × M, в каждой клетке которого записана цифра 0 (вода) или цифра 1 (земля). Островом считается максимальное связное множество клеток, содержащих единички, т.е. такое множество клеток A, что: 
    из любой клетки A можно пройти до любой другой клетки A, переходя лишь через клетки A и их стороны; 
    при добавлении к A любой другой клетки, содержащей 1, предыдущее условие нарушается. 

Входные данные 
В первой строке входного файла содержатся числа N и M – размеры карты (1 ≤ N, M ≤ 1000). Далее записана сама карта – M строк по N чисел (0 или 1) в каждой. Числа внутри строки разделяются пробелом. 

Выходные данные 
В выходной файл вывести коэффициент несправедливости с 5 знаками после десятичной точки. Если на карте нет ни одного острова, вывести 0. 

Пример входного файла 
7 6 
1 1 0 0 0 0 0 
0 1 0 1 0 0 0 
1 1 0 1 1 0 0 
1 0 0 0 1 0 0 
0 0 0 1 1 1 0 
1 1 1 0 0 1 0 

Пример выходного файла 
2.66667 

Решение


На первый взгляд задача кажется совершенно стандартной, однако указанные в условии ограничения не позволяют решить ее привычным способом. Можно, конечно, попытаться разместить матрицу 1000 × 1000 в динамической памяти побитово и написать нерекурсивный вариант процедуры ее просмотра, чтобы не происходило переполнения стека. Этот способ приведет к успеху, однако мы рассмотрим более красивое решение данной задачи.

Будем просматривать матрицу по строчкам сверху вниз. В каждый момент времени храним в памяти только текущую и предыдущую строчки матрицы. Также будем помнить максимальный и минимальный размеры островов, которые мы уже полностью просмотрели, текущие размеры островов, которые мы видим в данный момент, а для каждой единички в строках, которые мы просматриваем, – к какому острову она относится. Единичка (или группа единичек, стоящих подряд) в текущей строке может быть:

    1. Началом нового острова, если сверху (т.е. на той же позиции в предыдущей строке) от всех единичек стоят ноли. Например, 
1 0 0 0 0 
0 1 1 0 1

    2. Продолжением какого-то острова, начавшегося в предыдущей строке или раньше, если хотя бы над одной из единичек группы стоит единичка. Например, 
0 1 0 0     
0 1 1 0

3. Одна группа единичек может служить продолжением сразу нескольких островов. Тогда эти острова объединяются (т.е. далее рассматриваются как один остров), а их текущие площади складываются. Например, 
0 1 0 1 0
1 1 1 1 1 
В этом случае при просмотре первой строки две единички будут рассматриваться как самостоятельные острова, а при рассмотрении второй строки «объединятся» в один остров. Однако, в следующем случае: 
1 1 1 1
1 0 0 1 
1 1 1 1 
при рассмотрении третьей строки не нужно производить объединение островов, потому что эти единички принадлежат одному и тому же острову (т.к. при переходе от первой строки ко второй они являлись соседями единичек, принадлежащих одному острову). 

Задача 3. Микрофония 


В драматическом театре им. Пушкина к юбилею Александра Сергеевича решили поставить оперу «Евгений Онегин». Артисты театра обладают красивыми, но не очень сильными голосами. По этой причине руководство театра дало указание приобрести радиомикрофоны. В начале и в конце спектакля все артисты находятся за кулисами. Артисты выходят на сцену и покидают ее через правую или левую кулису. Для того, чтобы петь на сцене, артист берет с собой один микрофон. Артист может выходить на сцену с микрофоном (одним), даже если ему не надо петь в этом выходе. Взяв микрофон, артист не может оставить его на сцене или передать другому артисту. При уходе артиста за кулисы микрофон остается за соответствующей кулисой до тех пор, пока его снова не возьмет какой-либо артист, выходящий на сцену.

Очередность выходов артистов на сцену и их уходов за кулисы указывается в режиссерском плане. Кроме того, в этом плане указывается, через какие кулисы выходит (или уходит) артист и поет ли он в данном выходе. 

Напишите программу, которая по заданному режиссерскому плану определяет минимальное количество требуемых для постановки оперы микрофонов, их начальное размещение по кулисам и для каждого выхода указывает, брать или не брать микрофон. 

Входные данные 
Первая строка входного файла содержит целое число N – количество артистов, участвующих в спектакле (1 ≤ N ≤ 1000). Во второй строке записано целое число K – количество выходов артистов на сцену (1 ≤ K ≤ 3000). Далее идут 2K строк, описывающих режиссерский план спектакля. Каждая из них содержит четверку AiBiCiDi (1 ≤ i ≤ 2K): 
Ai – символ +, если в данный момент артист выходит на сцену, или символ -, если артист со сцены уходит; 
Bi – номер артиста (целое число от 1 до N); 
Ci – символ Л, если артист выходит (уходит) через левые кулисы, или символ П, если он выходит (уходит) через правые кулисы; 
Di – символ Д, если артист поет в данном выходе (пел перед данным уходом), или символ Н, если он не поет (не пел). 

Выходные данные 
Первая строка выходного файла должна содержать два целых числа. Первое число – количество микрофонов перед началом оперы с левой стороны, второе число – количество микрофонов с правой стороны. В каждой из последующих K строк необходимо вывести 1 или 0 в зависимости от того, берет ли с собой микрофон очередной выходящий на сцену артист (1 - берет, 0 - не берет). 

Пример входного файла 
3 
4 
+ 1 Л Д 
- 1 Л Д 
+ 2 Л Н 
+ 3 Л Н 
- 3 П Н 
+ 1 П Д 
- 1 Л Д 
- 2 П Н 

Пример выходного файла 
1 0 
1 
0 
1 
1 

Решение


Рассмотрим для начала упрощенный вариант задачи, когда каждый артист в каждом своем выходе на сцену поет. Решением тогда будет являться следующий «жадный» алгоритм.

Предположим, что перед началом оперы ни с левой, ни с правой стороны микрофонов нет, зато есть «склад с микрофонами», с которого их можно брать в случае необходимости. В каждый момент времени все имеющиеся микрофоны можно подразделить на четыре класса (состояния): находящиеся на складе (Склад), за левой кулисой (Л), за правой кулисой (П) и на сцене (Сцена). 

Рассмотрим выход артиста на сцену. Пусть, для определенности, он выходит через левую кулису. Из каких микрофонов он может выбрать тот, в который будет петь? Либо из пребывающих в состоянии Л, либо из пребывающих в состоянии Склад.

Если микрофонов в состоянии Л нет, то артисту ничего не остается, кроме как взять микрофон со склада. Если же имеется микрофон в состоянии Л, то нужно взять именно его. Действительно, перевести микрофон из состояния Склад в состояние Л можно в любой момент, поэтому состояние Склад является более выгодным, а микрофон в этом состоянии – более «дорогим».

Выбранный артистом микрофон переходит в состояние Сцена до тех пор, пока артист не уйдет со сцены, после чего микрофон попадает в состояние Л или П в зависимости от того, через левую или правую кулису он вышел. 

[image: image14.png]



Сказанное выше иллюстрирует рисунок. Стрелки изображают возможные переходы между состояниями, а символы 0 и [image: image15.png]


– начальное количество микрофонов в каждом из состояний.

Ясно, что описанный алгоритм минимизирует количество микрофонов, взятых со склада. Если в процессе его работы L микрофонов было переведено со склада в состояние Л, а R микрофонов – в состояние П, то это и есть требуемое начальное размещение микрофонов по кулисам, а суммарное число микрофонов, необходимое для постановки оперы, равняется L + R.

Вернемся теперь к первоначальной постановке задачи. У нас появились артисты, которые выходят на сцену, но не поют. Те из них, которые выходят и уходят через одну и ту же кулису, должны просто игнорироваться – давать им микрофоны бессмысленно. Оставшихся же можно использовать для «переброски» микрофонов с левой стороны на правую или наоборот. При этом «непоющий» артист имеет шанс взять лишь тот микрофон, который в момент его выхода через одну из кулис находится с той же стороны. (Брать микрофон со склада для переноса бессмысленно.)

Рассмотрим, для определенности, выход «непоющего» артиста через левую кулису. Пусть имеется микрофон в состоянии Л. В зависимости от того, возьмет его артист или нет, микрофон может оказаться либо за левой кулисой, либо на сцене в процессе переноса с левой стороны на правую. По прошествии некоторого времени рассматриваемый артист уйдет со сцены через правую кулису, в результате чего микрофон может оказаться за любой из двух кулис. 

Итак, для каждого микрофона рассматриваем множество мест, где он в данный момент может находиться (в скобках указаны названия соответствующих состояний): 
    1) либо он находится на складе и еще не был задействован (Склад); 
    2) либо он на сцене у артиста, поющего в данном выходе (Сцена); 
    3) либо он может быть только за левой кулисой (Л); 
    4) либо он может быть только за правой кулисой (П); 
    5) либо он может быть за любой из кулис (Л, П); 
    6) либо он может находиться за левой кулисой, а может – на сцене у артиста, которому он не нужен, но который впоследствии уходит за правую кулису (Л, Л>П); 
    7) либо он может находиться за правой кулисой, а может – на сцене у артиста, которому он не нужен, но который впоследствии уходит за левую кулису (П, П>Л). 
Микрофоны, находящиеся в последних двух состояниях неравноправны – для каждого из них нужно помнить, в какой момент времени микрофон достигнет противоположной кулисы (перейдет в состояние Л, П). Состояния и возможные переходы между ними иллюстрирует следующий рисунок. (Первоначально все микрофоны находятся в состоянии Склад.) 
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Решение нашей задачи – естественное обобщение изложенного выше решения для упрощенного варианта и тоже, в некотором смысле, может быть названо «жадным алгоритмом». Последовательно просматриваем режиссерский план, содержащий все выходы/уходы артистов со сцены в хронологическом порядке.

Разберем сначала случай выхода артиста на сцену. Как и прежде, ограничимся лишь случаем выхода через левую кулису. 

1. Если артист в данном выходе не поет, то: 
    если есть микрофон в состоянии Л, то артист может его взять, т.е. микрофон следует перевести в состояние Л, Л>П (можно представить себе, что мы даем артисту микрофон с привязанной к нему «резиночкой», второй конец которой остается за кулисой и за которую, в случае необходимости, можно будет потянуть, вернув микрофон обратно); 
    если микрофонов в состоянии Л нет, но есть микрофоны в состоянии Л, Л>П, то среди них нужно выбрать тот микрофон, который позже всех переходит в состояние Л, П (т.е. сможет достичь правой кулисы), и оценить, не может ли рассматриваемый артист перенести этот микрофон быстрее. Если может (т.е. этот артист достигнет правой кулисы раньше), то оставить выбранный микрофон в состоянии Л, Л>П, изменив время его перехода в состояние Л, П (тем самым мы как бы дергаем за «резиночку», отбирая микрофон от одного «непоющего» артиста на сцене, и вручаем этот микрофон другому «непоющему»);
    если в состоянии Л, Л>П также нет ни одного микрофона, то делать ничего не нужно.

2. Если артист поет в данном выходе, то: 
    если есть микрофоны в состоянии Л, то он должен взять любой из них; 
    если микрофонов в состоянии Л нет, но есть микрофоны в состоянии Л, Л>П, то среди них нужно выбрать тот микрофон, который позже всех переходит в состояние Л, П (т.е. сможет достичь правой кулисы), и заключить (дернуть за «резиночку»), что этот микрофон переносить на противоположную сторону не нужно, переведя его тем самым в состояние Л и сведя случай к предыдущему; 
    если в состоянии Л, Л>П также нет ни одного микрофона, но есть микрофоны в состоянии Л, П, то следует любой из них (они все равноправны) перевести в состояние Л (дернув, в случае необходимости, за «резиночку»); 
    если и в состоянии Л, П нет ни одного микрофона, то необходимо достать микрофон со склада, переведя его в состояние Л.

Выбранный в случае 2 микрофон переходит из состояния Л в состояние Сцена. Корректность описанных правил легко вытекает из того, что состояние Склад более выгодно, чем состояние Л, П, которое выгоднее состояния Л, Л>П, которое, в свою очередь, выгоднее состояния Л. 
Рассмотрим теперь уход артиста со сцены через левую кулису. Если артисту микрофон был нужен, то этот микрофон следует перевести в состояние Л. Если микрофон не был нужен, но рассматриваемый артист мог быть использован для переноса микрофона с правой стороны на левую, то этот микрофон следует перевести из состояния П, П>Л в состояние Л, П (а должен ли этот артист в действительности переносить микрофон определится позднее – в зависимости от того, с какой стороны он будет востребован).

Итак, алгоритм решения достаточно ясен. Храним количество микрофонов для состояний с номерами 3-5 из приведенного выше списка, а для состояний с номерами 6-7 – еще и время достижения противоположной кулисы. При использовании элементарных структур данных получаем алгоритм со сложностью O(KN). Если же реализовать структуру данных, аналогичную используемой в сортировке деревом [Вирт 89; п. 2.3.2], то можно добиться сложности O(K log N). 

Задача 4. Миротворцы 

N миротворцев из российского корпуса KFOR десантировались в окрестности аэропорта Слатина. Точка приземления каждого миротворца задается парой целочисленных координат (x, y). За один шаг каждый из десантников может переместиться на соседнюю целочисленную позицию вдоль оси X или Y (т.е. одна из его координат меняется на 1 по абсолютной величине). Шаги делаются по очереди, никакие два миротворца при этом не могут находиться в одной позиции одновременно. 

Десантники хотят выстроиться в шеренгу – линию, параллельную одной из осей координат, в которой они стояли бы в подряд идущих целочисленных позициях. Напишите программу, которая определяет минимальное суммарное число шагов, необходимое миротворцам для того, чтобы образовать шеренгу. 

Входные данные 
Первая строка входного файла содержит целое число N – количество миротворцев (1 ≤ N ≤ 10000). Каждая из последующих N строк содержит 
координаты десантника – два целых числа из диапазона [-32768, 32767], разделенные пробелом. 

Выходные данные 
Выведите в выходной файл искомое количество шагов. 

Пример входного файла 
3 
-1 -1 
0 0 
1 1 

Пример выходного файла 
2 

Решение


Поскольку десантники могут перемещаться только вдоль координатных осей, то задачу можно решить отдельно по x-координатам и по y-координатам, а затем убедиться в том, что процесс перемещений можно организовать так, чтобы никакие два десантника ни в какой момент времени не находились бы в одной позиции. Тогда по одной координате мы должны за минимальное число ходов собрать десантников в одну точку, а по другой – выстроить в шеренгу.

Занумеруем десантников, расположенных на оси, в порядке возрастания их координаты. Назовем центром ту точку, где стоит десантник номер N div 2 + 1, если N нечетно, и любую точку между десантниками N div 2 и N div 2 + 1, если N четно. Тогда для сбора в одной точке следует выбрать любой из центров.

Пусть мы выстроили десантников в шеренгу. Заметим, что их взаимное расположение не поменялось (если один десантник стоял левее другого, то после построения это сохранилось, иначе число ходов не минимально). Если вычесть из координаты каждого десантника его номер, то все они окажутся в одной точке. Следовательно, для решения задачи построения в шеренгу нужно вычесть из координаты каждого десантника его номер, собрать всех десантников в одну точку и после прибавить номера обратно.

Перебрав два случая – когда десантники по оси X собираются в точку, а по оси Y строятся в шеренгу, и наоборот, – выберем из них тот, который требует меньшего числа шагов. 

Задача 5. Булевы функции

Булевой функцией называется функция, принимающая одно из логических значений TRUE или FALSE и зависящая от некоторого (быть может, нулевого) количества аргументов, каждый из которых также может принимать любое из значений TRUE или FALSE.

Любая булева функция однозначно задается своей таблицей истинности, в которой для каждого возможного набора значений аргументов указано значение функции. Например, x AND y – булева функция от двух аргументов. Ее таблица истинности выглядит так: 
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Если договориться, что наборы значений аргументов в таблице располагаются в лексикографическом порядке, то функция AND однозначно задается третьим столбцом таблицы – строкой 0001. Аналогично, каждой булевой функции от k аргументов можно поставить в соответствие строку из нулей и единиц длины 2k.

Задан набор из N+1 булевой функции (f, f1, f2, ..., fN). Напишите программу, которая определяет, можно ли функцию f выразить через функции f1, f2, ..., fN, и если такие представления возможны, то находит кратчайшее по числу символов среди них. 

Входные данные 
В первой строке входного файла записано целое число N (1 ≤ N ≤ 9). Последующие N+1 строк содержат описания функций f, f1, f2, ..., fN соответственно. Каждая из функций описывается строкой символов так, как указано выше. Число аргументов у функции f будет не более двух, а у остальных функций – не более трех. 

Выходные данные 
Первая строка выходного файла должна содержать искомое символьное представление, либо строку «Impossible», если такого представления не 
существует. После функции с нулевым числом аргументов скобки не ставятся. Если у функции f один аргумент, то он обозначается x, а если два, то они обозначаются x и y. 

Пример входного файла 
2 
1 
1010 
0 

Пример выходного файла 
f1(f2,f2) 

Решение


Если у нас имеется некоторый набор функций, то мы можем подставлять одни функции в другие, получая тем самым новые функции. Например, из функций f1(x, y), f2(x, y) и f3(x, y) можно построить функцию f4(x, y) = f1(f2(y, x), f3(y, y)). Решение задачи заключается в том, чтобы подставлять функции друг в друга всевозможными способами. 

Задача 6. Правдивое предложение 

В этой задаче вы должны построить предложение русского языка, которое говорит о себе правду, только правду, и ничего кроме правды. Это предложение должно содержать в себе информацию о количестве букв, слов, пробелов, запятых, точек, кавычек в предложении и о количестве вхождений в предложение всех его слов. Оно должно быть орфографически и пунктуационно правильным, а также корректным с точки зрения русского языка. Все числительные должны быть записаны словами.

Моделью такого предложения (не удовлетворяющей лишь свойству правдивости) может служить такой текст: 
В этом предложении сто букв, двадцать слов, десять запятых, 
двадцать пробелов, десять кавычек, одна точка, два слова "В", 
два слова "этом", два слова "предложении", два слова "сто", два 
слова "букв", два слова "двадцать", десять слова "десять", 
десять слов "слова", два слова "слов", два слова "запятых", два 
слова "пробелов", два слова "кавычек", два слова "одна", два 
слова "точка", десять слов "два". 

Выходные данные 
В выходной файл нужно выдать правдивое предложение. Предложение должно быть не длиннее 10 килобайт. Оно может содержать также иную (правдивую) информацию. Предложение должно быть как можно короче. 

Решение


Возьмем в качестве исходного любое предложение русского языка. На каждом очередном шаге будем строить предложение, описывающее предыдущее (см. условие задачи). Рано или поздно на очередной итерации мы либо получим предложение, совпадающее с предыдущим (и тогда задача решена), либо войдем в цикл большей длины. В последнем случае (можно не проверять, что мы зациклились, а заменить эту проверку тем условием, что было выполнено достаточно большое число итераций) повторим процесс, отталкиваясь от другого исходного предложения. Эксперименты показывают, что правдивое предложение после нескольких таких попыток обязательно будет построено. Шансов на успех больше в том случае, если исходные предложения были истинны.

Когда «правдивое предложение» найдено, можно написать новую программу, которая станет окончательным решением задачи. В ней полученное предложение нужно записать в виде одной или нескольких строковых констант, а саму программу устроить так, чтобы при запуске она просто выдавала эти константы. 

Задача 7. Поезда 

Метрополитен города Глупова состоит из единственной одноколейной линии. В нулевой момент времени с начальной и конечной станций этой линии навстречу друг другу начинают двигаться два поезда. Их движение подчиняется следующим правилам. 
    Отъезжая со станции, поезд сначала разгоняется, потом некоторое (возможно нулевое) время движется с максимальной скоростью, затем замедляется и, в конце концов, останавливается на очередной станции. 
    Поезда останавливаются на всех промежуточных станциях метрополитена. 
    На каждой из станций поезда стоят одно и тоже фиксированное время.
    Поезда разгоняются и замедляются с одинаковым, постоянным ускорением. 
    Поезда имеют одинаковую максимальную скорость. 
    Поезда всегда разгоняются до максимальной скорости, если это не мешает остановиться на следующей станции. Иначе они разгоняются, пока это возможно, а затем сразу же начинают тормозить.

Требуется определить, где и когда поезда столкнутся. «Где» определяется расстоянием от начальной станции до места столкновения, «когда» – временем, когда произойдет столкновение.

Входные данные 
В первой строке входного файла содержится целое число N (2 ≤ N ≤ 100) – количество станций на линии. Во второй строке записано N-1 вещественное число – расстояние от начальной станции до второй, от начальной до третьей, ..., от начальной до конечной станции. В третьей строке файла записаны три вещественных числа A, V, S – ускорение, максимальная скорость и время пребывания поезда на станции соответственно. 

Выходные данные 
В выходной файл вывести расстояние и время с точностью до двух знаков после десятичной точки. 

Пример входного файла 
3 
0.25 2.25 
1 1 1 

Пример выходного файла 
0.38 2.50 

Решение


Предположим, что поезда, не столкнувшись, проедут друг сквозь друга. Тогда в каждой точке линии второй поезд будет иметь ту же скорость, которую имел в этой точке первый, т.е. он является, в некотором смысле, едущим назад во времени первым поездом. Определим время, которое необходимо, например, первому поезду, чтобы проехать линию от начала до конца. Поделив результат пополам, получим момент, в который оба поезда будут находиться в одной точке. Для нахождения расстояния от начальной станции до найденной точки столкновения остается определить, где в этот момент находится любой из двух поездов.

Однако, полученное нами время не обязательно является временем до столкновения. Действительно, если в этот момент поезда находятся на станции, то на самом деле столкновение произойдет в момент приезда на эту станцию последнего из них. Следовательно, в этом случае надо вычислить времена прибытия поездов на данную станцию и взять из них наибольшее. 

Задача 8. Сканер 

Банки, пытаясь увеличить свою прибыль, попросили инженеров разработать сканер, который автоматически считывает номера чеков. Известно, что любой чек имеет девятизначный номер и для каждого номера чека выполняется следующее условие: (d1 +2d2 + ... +9d9) mod 11 = 0, где di равно i-й цифре номера (цифры нумеруются справа налево: d9d8d7d6d5d4d3d2d1).

Сканер, считывая номер, преобразовывает горизонтальные и вертикальные линии в символы | (ASCII-код 124) и _ (ASCII-код 95) соответственно. В результате сканирования выдается картинка, составленная из этих символов и пробелов. Пример правильного изображения цифр после сканирования приведен в примере входного файла.

К сожалению, иногда сканер допускает ошибки, и некоторые линии могут пропадать. Вы должны написать программу, которая восстанавливает исходный номер чека, считая выполненными следующие условия: 
    если отсканированное число является корректным номером чека, то это и есть исходный номер; 
    испорчено не более одной цифры; 
    при сканировании не появляются дополнительные линии. 

Входные данные 
Входной файл содержит отсканированную картинку в виде 3 строк по 27 символов в каждой. Изображение каждой цифры занимает квадрат размером 3 × 3 символа. 

Выходные данные 
Запишите в выходной файл либо корректный номер чека, либо строку «failure», если номер восстановить нельзя, либо строку «ambiguous», если 
существует более одного решения. 

Пример входного файла 
   _  _     _  _ _  _  _ 

|  _| _||_||_ |_  ||_||_| 

| |_  _|  | _||_| ||_| _| 


Пример выходного файла 
123456789 

Задача 9. Калькулятор дат 

Современные системы управления базами данных поддерживают широкий класс различных операций с датами. Для решения этой задачи Вы должны написать программу, реализующую некоторые из таких операций. Ваша программа должна обрабатывать выражения следующих типов:
    <Дата> 
    <Дата> + <Сдвиг> 
    <Дата> - <Сдвиг> 
    <Дата> - <Дата> 

Здесь <Дата> задается в одном из следующих трех форматов: 
А) дд.мм.гггг (например, 21.06.1998 ). В этой записи день и месяц задаются в точности двумя десятичными цифрами, год – ровно четырьмя. 
Б) д месяца г года (например, 21 июня 1998 года ). В этом формате могут присутствовать ведущие нули (например, 01 июня 198 года ). 
В) сегодня – текущая дата, установленная в компьютере. 
<Сдвиг> задается в виде [L лет ] [M месяцев ] [N недель ] [D дней ]. Квадратные скобки здесь означают, что некоторые из указанных четырех составных частей могут опускаться (но не все сразу). Слова «лет», «месяцев», «недель», «дней» склоняются по правилам русского языка: 1 год, 5 лет, 2 месяца, 5 месяцев и т.д.  

Значением выражений первых трех типов является дата. В случае выражения первого типа значением является сама <Дата>. В случае выражений второго и третьего типа вычисление искомой даты происходит следующим образом: сначала прибавляется (либо вычитается) L лет, затем M месяцев, после чего N недель и, наконец, D дней. Если в течение этого процесса получается несуществующее число месяца, то берется последнее число этого месяца (см. пример). Результатом выражения четвертого типа является количество дней между двумя указанными датами. 

Входные данные 
Входной файл содержит последовательность выражений, каждое из которых записано в отдельной строке. Большие и маленькие буквы в выражениях не различаются. 

Выходные данные 
Для заданных выражений требуется вывести в выходной файл их значения в том же порядке, в котором указаны выражения. Для выражений первых трех типов нужно выдать дату в формате Б, а затем через запятую указать день недели, соответствующий этой дате. Для выражений четвертого типа необходимо вывести одно целое число. Каждое значение выводится в отдельную строку выходного файла. 

Пример входного файла 
30 января 1998 года + 1 месяц 1 день 
21 июня 1998 года - 1.06.1998 

Пример выходного файла 
1 марта 1998 года, воскресенье 
20 

Задача 10. Длинное равенство

Во входном файле записано равенство вида A = B, где A и B – это выражения, содержащие сколь угодно длинные целые числа и знаки операций +, - (бинарный и унарный) и *. Выражения не содержат скобок. Требуется проверить выполнение заданного равенства и вывести в выходной файл результат проверки в форме «Да, выполняется» или «Нет, не выполняется».
Длина входного файла данных не превосходит 60 килобайт. Числа и знаки операций в выражении могут разделяться пробелами и/или символами перевода строки. 

Пример входного файла 
2 
                * 43 = 86 

Пример выходного файла 
Да, выполняется 

Решение


Поскольку в результате вычислений могут получаться очень большие числа, то точно подсчитать значение каждого из выражений A и B за отведенное для работы программы время нереально. Однако относительно легко сравнить левую и правую части по какому-то модулю. Если провести такую проверку для достаточно большого набора взаимно простых модулей, то можно с большой вероятностью дать правильный ответ. 

Задача 11. Типы данных 

Тип данных в языке Pascal представляет собой древовидную структуру, в листьях которой записаны базовые (предопределенные) типы данных (такие, как Integer или Char), а во внутренних узлах – конструкторы, позволяющие из одних типов данных строить другие (например, Array или Record). Вершины, соответствующие листьям, называются элементами данного типа. Имеются описания типов данных, взятые из первых строк программы, написанной на языке Turbo Pascal 7.0 (см. пример входного файла), и последовательность запросов, каждый из которых касается одного из описанных типов.

Всего существует три вида запросов: 
    SizeInBytes(<Имя типа>) – определить, какое количество байт памяти занимает переменная указанного типа; 
    SizeInBits(<Имя типа>) – найти количество бит, необходимых для хранения переменной указанного типа при условии, что для каждого элемента этой переменной отводится минимально возможное число бит, способных закодировать все возможные значения этого элемента; 
    <Имя типа>($<Последовательность 16-х цифр>) – по дампу (т.е. содержимому) участка памяти, занимаемому переменной указанного типа, определить значения всех элементов этой переменной. 
Напишите программу, которая вводит описания типов данных и обрабатывает заданную последовательность запросов. Описания типов не будут содержать типов-указателей, типов-файлов, типов-объектов и процедурных типов.

Процесс разработки Вашей программы постройте по следующей схеме: 
    А) Научите Вашу программу воспринимать стандартные типы данных, используемые в языке Turbo Pascal 7.0.
    Б) Введите перечислимый тип и тип-диапазон, граничные значения которого заданы константами. 
    В) Реализуйте конструкторы типов данных. 
    Г) Добавьте возможность использования функций и операций при построении константного выражения. 
    Д) Реализуйте остальные возможности, допускаемые языком. 

Входные данные 
Входной файл начинается с ключевого слова «Definitions», за которым следуют описания типов данных. Далее следует ключевое слово «Queries» и список запросов. Каждый запрос записан в отдельной строке входного файла. Учтите, что длина строки с запросом может превышать 255 символов. 

Выходные данные 
Ваша программа должна вывести в выходной файл результаты обработки запросов в том же порядке, в котором запросы встречаются во входном файле.
На запрос первого или второго вида в отдельную строку выходного файла следует выдать сообщение «Type <Имя типа> requires x bytes/bits», где 
x – искомое целое число. На запрос третьего вида необходимо перечислить значения всех элементов переменной указанного типа в том порядке, в котором эти элементы хранятся в оперативной памяти. Для каждого из элементов в отдельную строку выходного файла следует выдать строку «<Имя элемента> = <Значение>». Формат выходного файла должен соответствовать приведенному ниже примеру. 

Пример входного файла 

Definitions 

Type TClass = 1..11; 
TScore = 0..100; 
TTour = 1..10; 
TStrange = 
Array [1..SizeOf(Input) 
Div Ord('A')] 
Of Boolean; 
TExample = 
Record a : 
Array [1..2] 
Of 
Record b,c : 
Set 
Of 0..2 
End 


End ; 
TShortStr = 
String [3]; 


Type TParticipant = 
Record 
Sex : (Male, Female); 
Name : 
String [20]; 
Class : TClass; 
Place : ShortInt; 
TotalSum : 0..High(TScore)*(High(TTour)-Low(TTour)+1); 
DayScores : 
Array [TTour] 
Of TScore; 

End ; 

{ Команда России для участия в международной олимпиаде } 
TTeam = 
Array [1..5] 
Of TParticipant; 


Queries 
SizeInBytes(TStrange) 
SizeInBits(TClass) 
SizeInBits(TShortStr) 
TParticipant( $ 01118AAEABECE6AEA2A02091A2A5E2ABA0ADA00000000A0B4501461D082319501C280A00 ) 
TExample( $01020304 ) 
SizeInBits(TParticipant) 

Пример выходного файла 
Type TStrange requires 3 bytes 
Type TClass requires 4 bits 
Type TShortStr requires 26 bits 
Sex = Female 
Name = 'Кольцова Светлана' 
Class = 10 
Place = 11 
TotalSum = 325 
DayScores[1] = 70 
DayScores[2] = 29 
DayScores[3] = 8 
DayScores[4] = 35 
DayScores[5] = 25 
DayScores[6] = 80 
DayScores[7] = 28 
DayScores[8] = 40 
DayScores[9] = 10 
DayScores[10] = 0 
a[1].b = [0] 
a[1].c = [1] 
a[2].b = [0,1] 
a[2].c = [2] 
Type TParticipant requires 258 bits 

