Метод динамического программирования


Динамическим программированием называется метод построения алгоритма, когда результат i-ого шага вычисляется путём преобразования результата (i-1)-го шага. Для примера рассмотрим нахождение суммы факториалов, то есть:

  n



S=( i!  или  S=1+1*2+1*2*3+…+1*2*…*n

   i=1

Эту задачу можно реализовать двумя разными алгоритмами:
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Слева представлен алгоритм, в котором не используется метод динамического программирования. Для нахождения каждого из n слагаемых в нём выполняется вложенный цикл, в котором вычисляется факториал I, где I – номер слагаемого. Таким образом сложность данного алгоритма - n2.
Справа представлен алгоритм решения этой задачи методом динамического программирования. В этом алгоритме очередное слагаемое получается путём умножения предыдущего слагаемого на число, соответствующее его порядковому номеру в сумме. Таким образом, для получения очередного слагаемого требуется только одно умножение. Сложность этого алгоритма n.


Для простых задач (как та, которую мы рассмотрели) правый алгоритм кажется очевидным сам по себе. Но в случае сложной задачи применение метода динамического программирования не всегда очевидно с первого взгляда. Рассмотрим несколько более сложных задач.


Задача о копировании матриц.  
(((1
Условие:  Задана квадратная матрица А(n*n), заполненная целыми числами. Нужно переписать числа из матрицы А в матрицу В(n*n) по следующим правилам: элементы лежащие на главной диагонали переписываются без изменения, а элемент В(I,J) является максимальным элементом треугольника, ограниченного элементом А(I,J) и главной диагональю матрицы А.

Комментарий: Максимальный элемент находится в треугольнике составленном из элементов матрицы А. Треугольник ограничен элементами А(I,J), А(I,I) и А(J,J) (включительно). Например, для матрицы А(4,4) :
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элемент матрицы В(1,3) будет равен 11 (треугольник выделен курсивом).

Выбор алгоритма решения: Можно попробовать решить задачу «в лоб», то есть первым пришедшим в голову способом. Самое простое и очевидное, на первый взгляд, решение – двигаться по матрице В и для каждого её элемента рассматривать треугольник из элементов 

1 – Впервые с этой задачей автор столкнулся в 1986 году на всесоюзной студенческой олимпиаде по программированию. Сейчас эта задача тянет лишь на городскую олимпиаду.

матрицы А, находить в нём максимальный элемент и записывать его в матрицу В.

Реализация алгоритма:  Блок-схема алгоритма представлена на рисунке 2.1.2. 
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Она выглядит довольно громоздкой, но разобраться в ней не очень сложно. Два внешних цикла (по I и по J) организуют перемещение по матрице B. В теле внешних циклов определяется, где находится элемент B(I,J): на главной диагонали (если I=J), выше главной диагонали (I<J) или ниже главной диагонали (I>J). Если элемент лежит на главной диагонали, то его значение просто переписывается из матрицы A. Если элемент лежит выше главной диагонали, то максимум ищется в треугольнике выше главной диагонали (два вложенных цикла по K и по L слева), а в противном случае ниже главной диагонали (два вложенных цикла по K и по L слева). После того как максимум в треугольнике найден, он переписывается в элемент B(I,J), после чего осуществляется переход к следующему элементу матрицы B.


Данный алгоритм имеет полиномиальную сложность. По блок-схеме видно, что в алгоритме используется четыре вложенных цикла. Отсюда можно сделать вывод, что сложность данного алгоритма n4. Можно, конечно, остановиться на этом решении. Но можно попытаться улучшить данный алгоритм. Попробуем заполнять матрицу B в другом порядке. Сначала заполним главную диагональ (просто переписав её из матрицы A). Теперь рассмотрим элементы, смежные с главной диагональю (сначала только выше главной диагонали). Для матрицы А(4,4)  это элементы со значениями 2, 7 и 12


1
2
3
4


5
6
7
8


9
10
11
12


13
14
15
16

Для того, чтобы найти их значения в матрице B достаточно найти максимум из трёх элементов: A(I,J), B(I,J-1) и B(I+1,J).

Точно так же для элементов ниже главной диагонали (со значениями 5, 10 и 15) достаточно найти максимум из трёх элементов: A(I,J), B(I-1,J) и B(I,J-1). Таким образом в матрице В появятся значения элементов главной диагонали и двух параллельных ей линий. После этого можно рассмотреть элементы смежные с только что полученными (выше главной диагонали это элементы со значениями 3 и 8, а ниже главной диагонали 9 и 14). Для них следует повторить те же действия по нахождению максимумов. После этого перейти к следующим элементам. В данном алгоритме явно заметен метод динамического программирования. Вместо того, чтобы искать максимум в целом треугольнике, достаточно использовать значения двух элементов матрицы B, полученные в предыдущей итерации. Для реализации этого алгоритма остаётся только реализовать перемещение по матрице не по строкам и столбцам, а по элементам, расположенным параллельно главной диагонали. В приведённом ниже алгоритме два вложенных цикла (по K и по J). Переменная K сохраняет номер линии параллельной главной диагонали, а в J содержится номер столбца элемента. Так как эти переменные осуществляют перебор только выше главной диагонали (для элемента A(J-1,J), необходимо работать с симметричным ему элементом A(J,J-1). В теле циклов сначала находится максимум из трёх элементов выше главной диагонали (A(J-1,J), B(J-1,J-1) и B(J,J)), а затем из трёх элементов ниже главной диагонали (A(J,J-1), B(J-2,J) и B(J-1,J+1)). Значение первого максимума записывается в элемент B(J-1,J), а второго в элемент B(J,J-1).


Оценим сложность этого алгоритма. Поскольку здесь только два вложенных цикла то сложность данного алгоритма будет n2. Очевидно, что данный алгоритм гораздо эффективнее разобранного выше. Блок-схема его представлена на рисунке 2.1.3.
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Задача о радиоактивных отходах.

((((
Условие: Завод по переработке ядерных отходов производит контейнеры двух типов: А – опасные и В – безопасные. Эти контейнеры на складе укладываются в штабеля один на другой по n штук в штабеле. Если в одном штабеле находятся более двух контейнеров типа А подряд (не разделённых контейнерами типа В) то происходит цепная реакция приводящая к взрыву. Требуется определить вероятность взрыва при случайной укладке штабеля из n (n<=30) контейнеров.

Комментарий: Вероятность определённого события (в нашем случае взрыва) равна отношению количества взрывоопасных ситуаций к общему числу всех возможных укладок в штабеле. Поскольку мы имеем дело только с контейнерами двух типов, то общее число всех возможных укладок в штабеле из n контейнеров будет равно 2n. Остаётся лишь определить число взрывоопасных ситуаций в штабеле. Это число равно нулю для штабеля из одного и из двух контейнеров. В штабеле из трёх контейнеров имеется только одна взрывоопасная ситуация: ААА. Все остальные семь укладок: ААВ, АВА, АВВ, ВАА, ВАВ, ВВА и ВВВ не являются взрывоопасными. Поэтому вероятность взрыва для штабеля из трёх контейнеров составляет 1/8. Для четырёх контейнеров вероятность взрыва составляет уже 3/16, потому что из шестнадцати возможных укладок: АААА, АААВ, ААВА, ААВВ, АВАА, АВАВ, АВВА, АВВВ, ВААА, ВААВ, ВАВА, ВАВВ, ВВАА, ВВАВ, ВВВА, ВВВВ только укладки АААА, АААВ и ВААА являются взрывоопасными. Для штабеля из пяти контейнеров вероятность взрыва составляет уже 8/32 или ¼. И так далее. 

Выбор алгоритма решения: С первого взгляда задача сводится к подсчёту всех комбинаций, где выполняется условие взрывоопасной ситуации. Представив штабель двоичным числом, состоящим из n разрядов, и приняв единичные разряды этого числа за контейнеры типа А, а нулевые за В, нам останется только перебрать все n-разрядные двоичные числа от 0 до 2n-1, попутно подсчитывая количество чисел, в которых встретилось больше двух единиц подряд.

Реализация алгоритма: Самым сложным в выбранном нами алгоритме является способ нахождения в разрядах более двух единиц подряд. Можно, конечно, разбить исходное число на двоичные разряды (переведя его в двоичную систему счисления), записать значение каждого разряда в ячейки одномерного массива, а затем, перемещаясь по массиву подсчитывать количество ненулевых элементов, идущих подряд. Но можно поступить значительно проще, используя операцию логического умножения and. Как известно, при выполнении операции and над двумя числами в результате обнуляется любой двоичный разряд, в котором есть ноль хотя бы в одном из исходных чисел. Например, для чисел:

                
 10101010  (170)

и 
     
 00000111  (7)
результат:
 00000010  (2)

Допустим, в штабеле у нас 10 контейнеров (n=10) . Тогда, перебирая числа от 0 до 1023, мы переберём все варианты расположения контейнеров в штабеле от 0000000000 до 1111111111. Для каждого варианта мы будем производить 8 (n-2) операций and со следующими (назовём их масками) числами: 0000000111, 0000001110, 0000011100, 0000111000, 0001110000, 0011100000, 0111000000, 1110000000. Нетрудно заметить, что данная операция определяет наличие трёх идущих подряд единичных разрядов. Если в исходном числе имеются три (или более) единичных разряда идущих подряд, то в результате операции and с одной из восьми приведённых масок получится та же самая маска. Например:


Исходное число:  


1100101110


Маска:



0000001110


Результат операции and:
0000001110

Таким образом, для нахождения трёх единичных разрядов, стоящих подряд нам понадобится всего лишь n-2 операции сравнения (вместо 2n операций в первоначальном варианте). Но даже с использованием операции and данный алгоритм имеет сложность 2n+1, то есть является экспоненциальным и, следовательно, при больших n будет выполняться слишком долго. Блок-схема данного алгоритма представлена на рисунке 2.1.4. Переменная К является маской  и принимает последовательно значения 7 (111), 14 (1110), 28 (11100), 56 (111000), и так далее. Операция К=К+К представляет собой операцию арифметического сдвига влево. Можно было бы написать К=К*2, но умножение выполняется медленнее чем сложение, поэтому мы будем стараться везде, где это возможно, отдавать предпочтение сложению перед умножением.
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Учитывая недостатки разобранного выше алгоритма, можно перейти к использованию метода динамического программирования. Попробуем разобраться в том, откуда возникают новые взрывоопасные ситуации. Для этого введём следующие обозначения: 

В – штабель в котором пока нет взрывоопасной ситуации и который оканчивается контейнером типа В. (например: В, АВ, ВВ, ААВ, АВВ, ВАВ, ВВВ, АВАВ, ВААВ, ААВААВААВ и так далее).

А – штабель в котором пока нет взрывоопасной ситуации и который оканчивается одним контейнером типа А. (например: А, ВА, ВВА, АВА, ААВААВА и так далее).

АА - штабель в котором пока нет взрывоопасной ситуации и который оканчивается двумя контейнерами типа А. (например: АА, ВАА, ВВАА, ААВАА, ВВВВВВВАА и так далее).

ААА – штабель в котором имеется хотя бы одна взрывоопасная ситуация, неважно где расположенная. (например: ААА, ВААА, АААВ, ВВАААВ, АААААА и так далее).

А теперь мы составим таблицу, в которой рассмотрим изменение количества наших штабелей в зависимости от количества контейнеров в штабеле.

	
	1контейнер в штабеле
	2 контейнера  в штабеле
	3 контейнера  в штабеле
	4 контейнера  в штабеле
	5 контейнеров  в штабеле
	6 контейнеров  в штабеле

	В
	1
	1+1
	2+1+1
	4+2+1
	7+4+2
	13+7+4

	А
	1
	1
	2
	4
	7
	13

	АА
	0
	1
	1
	2
	4
	7

	ААА
	0
	0
	1
	1+2
	2+6
	4+16


Разбираться в этой таблице следует по столбцам. Итак, в первом столбце записаны варианты расположения контейнеров в штабеле из одного контейнера. Как видно из таблицы, таких варианта два: это либо контейнер В (условно тип В), либо контейнер А (условно тип А). Комбинаций АА или ААА здесь быть не может (мало контейнеров). Посмотрим, что же происходит, когда к этому единственному контейнеру сверху добавят второй. 

Если второй контейнер В, то добавив его и к типу А(из первого столбца) и к типу В(из первого столбца) мы получим тип В(во втором столбце). Таким образом у нас в таблице во втором столбце появилась запись 1+1 – это результат добавления контейнера В к типу А и типу В (в штабелях получилось АВ и ВВ).


Если второй контейнер А, то добавив его к типу А мы получим тип АА, а добавив его к типу В мы получим А. Именно поэтому во втором столбце имеется 1 штабель типа А и появился один штабель типа АА.


При добавлении третьего контейнера происходит следующее: если третий контейнер В, то образуется четыре новых штабеля. Два из них образованы добавлением третьего контейнера к штабелям типа В (их было два), один образован из штабеля типа А и ещё один из штабеля типа АА. Если же третий контейнер А, то образуются два штабеля типа А из штабелей типа В, один штабель АА из штабеля А и один штабель ААА из штабеля АА. Как видно из третьего столбца, общее количество вариантов равно восьми и только один из них типа ААА, то есть взрывоопасный. При укладке четвёртого контейнера происходит аналогичная ситуация. Если укладывается контейнер В, то образуются семь штабелей типа В ( из четырёх штабелей типа В, двух типа А и одного типа АА) и один штабель типа ААА, полученный из штабеля ААА.


Проводя эту операцию столько раз, сколько контейнеров у нас в штабеле мы получим в n-ом столбце общее количество вариантов, а в ячейке ААА – количество взрывоопасных ситуаций. Очевидно, что мы применили здесь метод динамического программирования, так как результат для каждого нового столбца мы вычисляем, используя значения ячеек предыдущего столбца. Данный алгоритм не перебирает все возможные варианты, а лишь рассчитывает изменение количества взрывоопасных ситуаций при увеличении штабеля на один контейнер. 


На рисунке 2.1.5 приведена блок-схема данного алгоритма. Как можно заметить в ней имеется лишь один цикл. Поэтому сложность данного алгоритма n. То есть данный алгоритм является не только полиномиальным, но ещё и с очень малой степенью полинома.
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Время выполнения данного алгоритма очень незначительно. Но для больших n>32 возникает проблема хранения результатов, так как количество вариантов в этом случае превышает размерность целого числа двойной точности (232). В этом случае вместо элементов массива используются одномерные массивы, с помощью которых реализуются арифметические операции над большими числами (См. главу II). Дополнительно нужно заметить, что для решения данной задачи совсем не обязательно было использовать массив размерностью 4*n, а достаточно было массива 4*2. Так как для получения результатов в I-ом столбце нужен только (I-1)-ый столбец, а все предыдущие столбцы можно отбросить, то достаточно иметь только два столбца, в которые по очереди вычисляются результаты каждой итерации. Очень похожа на эту задачу и следующая.

Задача о телефонных номерах.
((((
Условие: На кнопочной клавиатуре телефона (см. рис) номера набираются по следующим правилам: номер может начинаться с любой цифры кроме ноля. Каждая следующая цифра телефонного номера может быть выбрана «ходом коня» с текущей цифры. Например, после двойки может быть нажата семёрка или девятка, после четвёрки – девятка, тройка или ноль. После пятёрки никакую кнопку нажать нельзя. Требуется подсчитать количество n- значных телефонных номеров, которые можно набрать таким способом.
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Комментарий: Несмотря на то, что данная задача похожа на предыдущую, тем не менее она не позволяет просто организовать перебор всех вариантов. Если бы не было условия, ограничивающего набор номера, то есть после любой цифры можно было бы набирать любую, то тогда можно было бы организовать полный перебор, а в нашем случае придётся поступать иначе. Попробуем составить алгоритм генерации всех телефонных номеров согласно условию задачи. Выпишем таблицу переходов с цифры на цифру.
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Цифра
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Можно было бы составить итерационный алгоритм генерации номеров, но он бы выглядел довольно громоздко. Поэтому попробуем написать рекурсивный алгоритм.

Реализация алгоритма: Основу алгоритма будет составлять рекурсивная функция TN(I,Z) - телефонный номер, у которой будут два входных параметра I – количество цифр в телефонном номере и Z – последняя цифра в телефонном номере. В главной программе будет девять раз вызываться функция TN(1,J), где J будет меняться от 1 до 9 (потому что номер не может начинаться с ноля). Блок-схема главной программы приведена на рисунке 2.1.6.
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В глобальной переменной S будет осуществляться подсчёт количества телефонных номеров, достигших n разрядов. Сама рекурсивная процедура очень проста. Получив первую цифру номера, она вызывает сама себя два или три раза (в зависимости от цифры), увеличивая при этом количество цифр в номере на единицу. Если количество цифр в номере достигло n, это означает что получен очередной n-значный телефонный номер. Поэтому к счётчику (переменная S) добавляется единица и происходит выход из рекурсии. Выход из рекурсии осуществляется так же в случае если очередная цифра не попадает в диапазон от 0 до 4 и от 6 до 9 (такое происходит только один раз когда вызывается номер, начинающийся с цифры 5. Этот случай нельзя исключать, так как пятёрка входит в число однозначных телефонных номеров.

Блок-схема рекурсивной процедуры представлена на рисунке 2.1.7.
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Программа написанная по данной блок-схеме является довольно простой и понятной чего не скажешь об её эффективности. Можно заметить, что данный рекурсивный алгоритм производит обход дерева (точнее девяти деревьев, восемь из которых разрастаются, имея в некоторых случаях по три ветви, а в остальных по две ветви из узла) которое можно приблизительно оценить как бинарное. Таким образом, сложность данного алгоритма 2n, что позволяет подсчитывать рекурсивным алгоритмом количество телефонных номеров имеющих не более двух десятков цифр. На олимпиаде к этой задаче предъявлялось требование выполнения за 10 секунд при n=100. Понятно, что рекурсивный алгоритм с этой задачей не справится даже за сто лет. Поэтому опять приходится обращаться к методу динамического программирования. Посмотрим как изменяется количество телефонных номеров в зависимости от количества цифр в номере. Построим таблицу, где по вертикали будем задавать последнюю цифру на которую заканчивается номер, а по горизонтали – количество цифр в номере. В ячейках таблицы будем записывать количество соответствующих номеров.

	
	Количество цифр в номере

	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7

	Последняя цифра в номере
	0
	0
	1+1
	2+2
	6+6
	12+12
	
	

	
	1
	1
	1+1
	2+2
	6+4
	12+8
	
	

	
	2
	1
	1+1
	2+2
	4+4
	10+10
	
	

	
	3
	1
	1+1
	2+2
	6+4
	12+8
	
	

	
	4
	1
	0+1+1
	2+2+2
	4+4+4
	12+10+10
	
	

	
	5
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	
	6
	1
	0+1+1
	2+2+2
	4+4+4
	12+10+10
	
	

	
	7
	1
	1+1
	2+2
	4+6
	8+12
	
	

	
	8
	1
	1+1
	2+2
	4+4
	10+10
	
	

	
	9
	1
	1+1
	2+2
	4+6
	8+12
	
	


Как и в предыдущей задаче рассмотрим таблицу по столбцам, начиная с первого. В первом столбце во всех ячейках кроме первой записаны единицы. Это значит, что количество однозначных (состоящих из одной цифры) номеров, оканчивающихся на 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 и 9 равно одному. С ноля по условию номер не начинается. Дальше мы рассматриваем второй столбец. Откуда в первой ячейке появилось 1+1? В этой ячейке должно быть записано количество двузначных номеров оканчивающихся на ноль. Мы знаем (из первой таблицы) что в ноль можно попасть из четвёрки и шестёрки. Таким образом, если дописать ноль ко всем однозначным номерам, оканчивающимся на четвёрку (таких номеров 1) и на шестёрку (тоже 1 номер) то получится два (1+1) двузначных номера оканчивающихся на ноль. Аналогично подсчитывается количество двузначных номеров оканчивающихся на остальные цифры. После этого можно перейти к третьему столбцу. Используя результаты во втором столбце, получаем значения для третьего и так далее до n-ого столбца. После чего считаем сумму всех ячеек n-ого столбца – она и будет ответом. Рассмотрим блок-схему этого алгоритма (рисунок 2.1.8). Для хранения данных здесь использован двумерный массив A(2*10). В отличие от предыдущей задачи (о ядерных отходах) здесь не сохраняются все промежуточные значения, а только одно предыдущее, необходимое для получения очередного значения. Переменная K,  принимающая значения 0 или 1, выполняет роль переключателя. Как видно из блок-схемы, данный алгоритм имеет сложность n, и поэтому расчёт количества номеров занимает небольшое время. При больших n возникает аналогичная прошлой задаче проблема: переменные двойной точности не в состоянии вместить таких больших значений. Решением этой проблемы может быть трёхмерный массив, например A(2,10,40). Вместо элемента двумерного массива здесь используется целый массив из сорока элементов (сорока десятичных разрядов должно с избытком хватить на представление 2100, так как 210 ( 103, то 2100 ( 230. Но так как дерево не точно бинарное небольшой запас не повредит).
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Задача о нахождении максимального единичного квадрата в бинарной матрице.
(((
Условие: Задана бинарная матрица A(n,m). Найти в матрице квадрат максимальной площади заполненный единицами.

 Комментарий: Как известно, бинарная матрица заполнена только нолями и единицами. Но найти в такой матрице неизолированный единичный квадрат – задача достаточно трудоёмкая. Например, в приведённой ниже матрице единичный квадрат выделен курсивом.
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Можно, конечно, перебирать каждый элемент матрицы, принимая его за левый верхний элемент квадрата и ища от него максимальный единичный квадрат. Сложность такого алгоритма n4, не говоря уже о сложности его реализации. Поэтому используем метод динамического программирования. 

Реализация алгоритма: Попробуем сформулировать следующее утверждение: Если элемент матрицы A(I,j) является правым нижним углом единичного квадрата n*n, то элементы A(I-1,J-1), A(I,J-1) и A(I-1,J) обязательно должны являться правыми нижними углами единичных квадратов (n-1)*(n-1). Если хотя бы один из этих трёх элементов является правым нижним углом меньшего квадрата (например (n-4)*(n-4)), тогда элемент A(I,J) может быть только правым нижним углом квадрата (n-3)*(n-3), то есть на единицу большего, чем минимальный квадрат из трёх.


Исходя из вышесказанного, сформулируем принцип работы нашего алгоритма. Перемещаясь по строкам исходной матрицы (начиная со второй строки и всегда со второго столбца) встретив ненулевой элемент мы анализируем значения трёх соседних элементов (северного, западного и северо-западного), находим среди них минимальное значение и присваиваем его текущему элементу. В результате прохождения всей матрицы, в её ненулевых элементах окажутся числа, соответствующие размерам квадратов, углами которых являются данные элементы. Приведённая выше матрица после выполнения алгоритма примет следующий вид:

1
0
1
1
1
1
1
0


1
1
0
1
2
2
0
1


1
2
1
1
2
3
1
0


0
1
2
2
2
3
2
1


1
0
1
2
3
3
3
0


1
1
0
1
2
3
4
1

После этого остаётся только найти максимальный элемент в матрице (хотя можно находить его и в процессе прохождения матрицы).

Блок-схема данного алгоритма представлена на рисунке 2.1.9.

В олимпиадных задачах метод «динамического программирования» используется очень часто. Мы рассмотрели только несколько типовых задач. Но если потребуется, мы продолжим разбор этого метода.
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Задача о нахождении перехода через реку.
((((
Условие: Задана целочисленная матрица A(n,m). Она разделяет собой два берега (левый и правый). Чтобы перебраться с левого берега на правый нужно «пройти»   по элементам матрицы. Путь можно начинать с любого элемента первого столбца и заканчивать любым элементом m-ого столбца. Перемещаться можно только на соседний элемент (северный, западный, южный или восточный). Требуется найти путь, проходящий по элементам матрицы, сумма значений которых минимальна. 

 Комментарий: Задача может показаться похожей на задачу «Бизнес-классики» из первой главы (рекурсивные алгоритмы). Но в отличие от той задачи, где необходима была максимизация результата, в нашей задаче требуется минимизация. Это открывает перед нами дополнительные возможности. Вероятно, кому-то может показаться что эту задачу можно решить с помощью «жадного» алгоритма (он будет рассмотрен в четвёртом разделе этой главы), то есть путь можно выбирать по минимальным соседним ячейкам. Но к сожалению этот метод не приводит к правильному решению во всех случаях. Например в следующей матрице «жадный» алгоритм найдёт не самый короткий путь:

Матрица:

Путь «жадного»
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И нам ничего не остаётся, как применить уже хорошо нам знакомый метод динамического программирования. 

Реализация алгоритма: Для реализации метода динамического программирования нам понадобятся ещё две матрицы, равные исходной: B(n,m) и С(n,m) (можно было обойтись и одной, но так гораздо нагляднее). Матрица B изначально будет заполнена большими числами (заведомо превышающими самый длинный путь), а матрица C будет пуста (в неё будут помещаться направления движения по матрице A). Вначале в матрицу B перезаписывается первый столбец, а затем начинается перемещение по столбцам, начиная со второго. Одновременно в элементы матрицы C записываются направления на соседние ячейки, имеющие минимальное значение. Выглядит это следующим образом:

Матрица А:
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Начальное заполнение матриц В и С определяется тем, что с левого берега можно попасть на любой элемент первого столбца. В каждом элементе матрицы В будет записано минимально возможное число (расстояние до левого берега), а в каждом элементе матрицы С – направление на предыдущий элемент (откуда мы пришли). В данном случае во все элементы первого столбца мы пришли с левого берега, поэтому стрелки указывают влево. Теперь мы начинаем перемещаться по элементам второго столбца матрицы В, и записывать в них  значения соответствующего элемента матрицы А плюс минимальное значение среди соседних элементов матрицы В. Для элемента В(1,2) соседями будут три элемента (В(1,1), В(1,3) и В(2,2)). В двух из них записана «бесконечность», и в одном единица. Поэтому минимальным элементом будет В(1,1). Запишем в В(1,2) значение А(1,2)+В(1,1) и направим в элементе С(1,2) стрелку налево. Получим:
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Проделав то же самое с остальными элементами второго столбца получим:

Матрица А:


Матрица В:
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Проделав эту операцию с остальными столбцами получим:

Матрица А:


Матрица В:


Матрица С:
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В результате нам останется на правом берегу найти минимальный элемент (В(1,4)) и проследить путь от него по стрелкам матрицы С.

Но не всё так безоблачно. Когда минимальный путь имеет изгибы (меняя направление на северное или на западное), то с первого раза правильного ответа не получается. Пример такой матрицы после первого прохода:

Матрица А:
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Несмотря на то, что минимальный путь равен 10 (если двигаться по единицам) наш алгоритм выдаст число 12. Это произошло как раз из-за «колена» при переходе с элемента В(3,2) на В(3,3). В этом случае приходится проходить по матрице В ещё, до тех пор, пока при прохождении не будет ни одного изменения в матрице В и С. При повторном прохождении матрицы этот недочёт будет исправлен и матрица приобретёт окончательный вид:

Матрица А:
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Блок-схема данного алгоритма представлена на рисунке 2.1.10.

Нужно заметить, что для упрощения алгоритма предприняты следующие меры: матрица В не только заполнена большими числами, но и окантована ими (то есть размер матрицы В больше матрицы А на 2 по каждому измерению) и вместо стрелок в матрице С мы будем использовать числа от 1 до 4. Ещё нам понадобятся два массива приращений по X и по Y, в них будут храниться числа, соответствующие изменению координат в зависимости от направления. Направления обозначим: 1 - (, 2 - (, 3 - (, 4 - (. Тогда элементы массивов приращений будут иметь следующие значения: X(1)=-1, X(2)=0, X(3)=1, X(4)=0, Y(1)=0, Y(2)=-1, Y(3)=0, Y(4)=0. Массивы приращений нам понадобятся для упрощения перебора соседей элемента. На блок-схеме выводится только минимальная длина пути, а сам путь не выводится, хотя матрица С формируется. В приложении программа 2.1.10 приведена вместе с выводом минимального пути.

[image: image10.jpg][«





 Задача о дыроколе.
((((
Условие: Лист клетчатой бумаги согнули пополам по горизонтали сложив вдвое, затем согнули пополам по вертикали и также сложили вдвое. Эти операции были проделаны n раз. После этого получился лист 10*10 клеток. Затем был взят дырокол и некоторые клетки были пробиты насквозь (через все листы). После чего лист полностью развернули. Требуется определить количество областей дырок (областью назовём группу пробитых клеток такую, что в любую клетку этой области можно попасть из любой другой клетки этой области последовательно перемещаясь по соседним пробитым клеткам (то есть на север, юг, запад и восток). 

Комментарий: При небольших значениях n (n<5) задача может быть решена непосредственно в оперативной памяти компьютера. Нетрудно написать алгоритм, который разворачивает матрицу 10*10 в матрицу 20*20, затем так же в 40*40, 80*80 и 160*160. А вот дальше начинаются проблемы с памятью. Даже если брать байтовый массив то придётся тратить 25600 байт. А на матрицу 320*320 требуется уже 102400 байт (что уже довольно проблематично). Но даже если использовать всю память современного компьютера (например 256 Мб) то этого хватит лишь для представления n=21. А во входных данных этой задачи n<=100. Так что вариант разворачивания листа в памяти сразу отпадает. Не говоря уже о том, что даже если бы это можно было бы сделать, то алгоритм нахождения изолированных областей в матрице работал бы слишком долго. Сам алгоритм нахождения изолированных областей в матрице не должен нас интересовать. Он будет рассмотрен в первом разделе третьей главы. Будем считать, что мы знаем сколько областей на листе 10*10. Сейчас мы должны решить вопрос, как будет изменяться их число при разворачивании листа.

Реализация алгоритма: Попробуем рассмотреть, что происходит с дырками при разворачивании листа. Оказывается не все дырки одинаковые. Проведём «классификацию» дырок. Разделим их на 16 классов в зависимости от их взаимодействия с краями листа. Если дырка (область пробитых клеток) не соприкасается ни с одним краем листа то её номер будет 0. Если дырка соприкасается с верхним краем листа (север) её номер 1. Если с правым краем (восток) то 2. С нижним краем (юг) 4 и с левым (запад) 8. Все остальные дырки определяются как сумма четырёх базовых. Если дырка касается и верхнего и правого края листа (северо-восток) то её номер 3 (1+2). Если касается верха и низа то 5 (1+4). А если всех четырёх сторон, то её номер 15 (1+2+4+8). На следующей схеме обозначены некоторые из областей.
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Теперь посмотрим, что происходит с этими дырками при разворачивании листа:
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Дырка под номером 0 превращается в четыре дырки с номером 0 (0( 0 0 0 0).

Дырка с номером 1 превращается в две дырки под номером 1 и в 2 дырки под номером 4 (1( 1 1 4 4).
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Используя эти данные и зная число дырок каждого типа для листа размером p*p, можно определить количество дырок каждого типа для листа, размером 2p*2p. Например, число дырок нулевого типа на развёрнутом листе формируется как сумма дырок : 0p+0p+0p+0p+2p+2p+4p+4p+6p, где 0p – количество дырок нулевого типа для листа p*p. Запишем таблицу образования дырок на листе 2p*2p, из дырок листа p*p:

02p ( 0p+0p+0p+0p+2p+2p+4p+4p+6p
12p ( 1p+1p+3p

22p ( 8p+8p+12

32p ( 9p


42p ( 1p+1p+3p

52p ( 5p+5p+7p

62p ( 9p

72p ( 13p


82p ( 8p+8p+12p

92p ( 9p


102p ( 10p+10p+14p

112p ( 11p


122p ( 9p
132p ( 13p


142p ( 11p
152p ( 15p
Теперь, зная закон превращения дырок при развороте можно составлять блок-схему этого алгоритма. Она представлена на рисунке 2.1.11. В этом алгоритме используется двумерный массив А(16,2), в элементе А(I,K) которого, записано число  дырок I-го типа. А второе измерение (K) необходимо для одновременного хранения результатов J-ой и (J+1)-ой итерации. В начале алгоритма происходит заполнение первого столбца массива А данными о дырках, которые мы получили используя алгоритм подсчёта изолированных областей (глава III, раздел 1) для листа размером 10*10. Затем следует часть алгоритма, которая по значениям первого столбца формирует второй столбец (количество дырок после первого разворачивания листа). Эта часть многократно (n раз) повторяется, по очереди записывая результаты то в первый, то во второй столбец (в зависимости от значения переменной K). По окончанию цикла подсчитывается общее число дырок, хранимое во всех элементах столбца, который вычислялся последним.
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